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O presente trabalho incide na análise da interface colada entre um polímero reforçado com
fibras (FRP) e um outro elemento estrutural através da técnica de reforço por colagem externa
(EBR). Este tipo de ligação foi modelado com o software PFC2D o qual se rege pelo Método
dos Elementos Discretos (MED). O propósito deste trabalho surge com a crescente utilização
de FRP no reforço de estruturas e com alguns inconvenientes relacionados com descolamento
prematuro destes compostos aos seus substratos, para além do facto de crer que a utilização
de um Modelo de Elementos Discretos é utilizado pela primeira vez para simular o processo
de delaminação do FRP-substrato rígido. O FRP foi calibrado e validado a partir de valores
de ensaios laboratoriais existentes na literatura, sendo de seguida efectuados vários ensaios
de corte simples sem restrição de deslocamentos e modelados para diferentes leis lineares.Os
resultados numéricos mostraram que o MED é capaz de estimar com boa precisão as soluções
exactas, desde as tensões de ligação a deslizamentos. Também uma lei bi-linear disponível
no PFC2D foi utilizada e comparada com os resultados numéricos existentes na literatura.
De forma a prevenir o descolamento prematuro, o processo de delaminação foi analisado para
duas alternativas: uma alternativa em que é utilizado um dispositivo de fixação mecânico numa
das extremidades do comprimento colado e outra em que a fixação é efetuada através de uma
largura variável linear do FRP. A modelação da primeira alternativa é efectuada com recurso a
uma uma lei bi-linear disponível no PFC2D, sendo a segunda alternativa modelada com uma
lei descendente. Os resultados numéricos obtidos, para além de demonstrarem que é possível
alcançar uma força de rotura pelo FRP, mostrou que o MED poderá ser uma solução para a
análise desta problemática.
Palavras chave:




This dissertation looks at the analysis of the interface between Fiber Reinforced
Polymer (FRP)-to-parent material bonded interfaces using the technique Externally Bonded
Reinforcement ( EBR ). The performance of FRP-to-parent material was modeled with the
software PFC2D, which is based on the Distinct Element Method (DEM). With the increasing
use of FRP reinforcement in structures. The objective of this thesis is to study the drawbacks
related with the premature de-bonding of the FRP composites from the bonded substrates.
It is believed that this represents the first time the DEM is used to simulate the delamination
process. The FRP was calibrated and validated using existing literature laboratory test values.
Furthermore, several shear tests were carried out without restraining the displacements, and
modeled for different bond-slip laws. The numerical results showed that the DEM is able to
estimate with high accuracy the exact solutions. Also a bi-linear law available in PFC2D
was used and compared with existing numerical results in the literature. In order to prevent
premature detachment, the delamination process was analyzed for two alternatives: in the
first, a mechanical device is used for fixing one end to the other while in the second a
numerical analysis of FRP anchorage zones with variable width. The first alternative modeling
is performed using a bi- linear law available in PFC2D , the second shaped with a rigid-linear
softening bond-slip law. The numerical results demonstrate that it is possible to reach a
breaking force by FRP showing that DEM may be a solution for the analysis of this problem.
The results have shown, not only an increased load capacity, but also that it is possible, in
some cases, a fragile rupture by the composite. The numerical results also demonstrate that it
is possible to use DEM to analyse the debonding problem.
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A reabilitação e reforço de estruturas assume cada vez mais um papel de extrema importância,
tanto pelo carácter económico como social, havendo um vasto crescimento nesta área da
Engenharia Civil.
A par deste crescimento, materiais com melhores propriedades resistentes em termos
mecânicos e temporais surgem ao passo que, novas técnicas de abordagem a esses materiais
são desenvolvidas. Desta forma, é verificado uma necessidade acrescida de salvaguardar os
parâmetros de segurança, eficiência e resistência estrutural para as cargas na qual a estrutura
ou a componente reforçada será solicitada ao longo do tempo.
A utilização de polímeros reforçados com fibras nos mais diversos materiais, tem sido alvo
de estudo pela comunidade científica, sendo possível observar uma vasta panóplia de artigos
acerca deste tipo de ligação, distribuindo o seu estudo desde a parte prática até ao estudo
microscópico do mesmo. A criação de diversos tipos de ensaio com o intuito de compreender
e determinar as resistências deste tipo de ligação são utilizados em conjunto com abordagens
numéricas. Os modelos numéricos criados levam a que no futuro seja possível recorrer aos
mesmos com segurança e fiabilidade que lhes são exigidas. Minimizando custos em ensaios
experimentais e reduzindo tempo na investigação.
1.2 Objectivos
O principal objectivo deste trabalho tem em vista a análise da aplicação do método dos
elementos discretos ao estudo do comportamento da ligação de compósitos de FRP-substrato.
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Entre outras:
• Reproduzir e analisar o compósito GFRP utilizando vários sistemas regulares de
partículas, tendo em conta os resultados laboratoriais realizados por [1];
• Modelação, análise e validação do sistema de reforço por colagem externa de FRP com
secção de largura constante, sendo a interface da ligação FRP-substrato analisada para
várias leis bond-slip;
• Modelação e análise do comportamento do processo de descolamento por corte do FRP
com o substrato, aquando da utilização de um dispositivo mecânico de fixação numa das
extremidades;
• Modelação e análise do comportamento do processo de descolamento por corte do FRP
com o substrato, para um sistema de ancoragem que recorre ao aumento de secção
colada. São analisadas duas situações: (i) a secção colada de FRP apenas contém
um comprimento de largura variável linear; (ii) a secção colada de FRP contém um
comprimento inicial de largura constante e um comprimento final de largura variável
linear;
1.3 Organização do trabalho
O presente documento encontra-se dividido em 7 capítulos incluindo a introdução e as
conclusões.
No Capítulo 2 é elaborado um estado da arte sobre o comportamento de interfaces coladas
e análise aos vários métodos numéricos existentes; na sua generalidade o estudo recorreu a
exemplos de colagem entre compósitos de FRP e elementos estruturais de betão armado.
No Capítulo 3 são descritos os fundamentos do software PFC2D que tem como base o Método
de Elementos Discretos onde são apresentados os princípios gerais utilizados.
No Capítulo 4 é efectuada a modelação de assembleias regulares com a finalidade de
reproduzir o comportamento mecânico do FRP, mais concretamente GFRP. Posteriormente
à sua reprodução, este é ligado a um substrato rígido, no qual é analisado e validado o sistema
de reforço por colagem externa de FRP com secção de largura constante. A interface dos
materiais FRP-substrato são analisadas para várias leis bond-slip e comparadas com análises
existentes na literatura.
No Capítulo 5 é implementado o modelo FRP-substrato analisado no capítulo 4 para uma
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lei bond-slip bi-linear, no qual é pretendido analisar o processo de descolamento quando
o modelo contém um dispositivo mecânico de fixação numa das extremidades, analisando
pormenorizadamente a distribuição de tensões de aderência e tensões aplicadas à placa do
FRP ao longo do comprimento colado.
No Capítulo 6 é modelado e descrito o comportamento da ligação FRP-substrato por colagem
externa de FRP, sendo que a largura do FRP varia linearmente ao longo do comprimento
colado.
Finalmente, no último capítulo, é apresentado um resumo das principais conclusões obtidas
durante o desenvolvimento do trabalho, por sua vez, são sugeridos alguns pontos relevantes
passíveis de um estudo complementar para o prosseguimento do estudo do processo de





A reabilitação e o reforço de estruturas de betão armado são cada vez mais frequentes na
construção civil, convertendo-se numa área que tem tido um forte desenvolvimento não só
a nível das suas técnicas e métodos, mas também a nível da observação e previsão do seu
comportamento pós-reabilitação. Com o avanço tecnológico verificado nas mais diversas áreas
da engenharia, a introdução de novos materiais e conceitos de aplicação dos mesmos vai
surgindo com alguma frequência. O comportamento a longo prazo é ainda incerto aquando
da utilização de novos materiais e conceitos, tornando-se assim um dos problemas com maior
relevo na análise estrutural dos diversos componentes.
Nos dias correntes, o betão armado é um dos materiais mais utilizados e importantes na
construção civil, considerando a sua larga história de utilização, este material já foi alvo
de inúmeras análises ao nível do seu comportamento, propriedades e áreas de utilização.
A necessidade de aumentar e/ou reforçar as funcionalidades de uma estrutura aliando à
facilidade de execução, aumento da vida útil e baixo preço, faz com que este material seja
muitas vezes utilizado em conciliação com outros.
Na Engenharia civil, mais especificamente na área de reabilitação e/ou reforço de estruturas,
observamos uma crescente utilização de polímeros reforçados com fibras de sigla internacional
FRP - Fiber Reinforced Polymer (Plastic). A sua ligação a outros materiais, especialmente
ao Betão Armado pelas razões descritas em cima, traz consigo a necessidade de analisar e
conhecer o comportamento ao pormenor dessa ligação nos seus termos futuros.
Existem vários tipos de fibras com já algum tempo de utilização nas mais diversas áreas da
engenharia. No âmbito da engenharia civil, destacam-se: GFRP - Glass Fiber Reinforced
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Polymers; AFRP - Aramid Fiber Reinforced Polymers e CFRP - Carbon Fiber Reinforced
Polymers.
Figura 2.1: Comportamento à tracção de fibras e metais, adaptado de [2]
Estes materiais, quando observados isoladamente, não deixam grandes dúvidas de melhoria
quanto ao seu desempenho mecânico e versatilidade em relação aos materiais convencionais
(aço, madeira, betão). Em contrapartida, se as fibras (carbono, aramida, ou vidro) demonstram
grande versatilidade de utilização (elevados valores das relações resistência à tracção/peso,
elevada resistência à corrosão, minimização dos efeitos na Arquitectura inicial das construções,
facilidade de transporte e manuseamento, etc ), o seu comportamento fica em causa quando
exposto a altas temperaturas devido à ligação FRP/Adesivo. Assim sendo qualquer que seja a
solução estrutural de reforço com recurso a colagem de Polímeros reforçados com fibras esta
deverá ser rodeada por uma solução de protecção às elevadas temperaturas [3].
Outro aspecto não menos importante das ligações coladas FRP/Betão, e possivelmente a
escolha mais complexa será a resina (polímeros). As resinas têm a função de transferir tensões
entre as fibras e o betão, dando também protecção contra danos mecânicos ou ambientais. A
resina-adesivo estrutural mais comum é a resina termo endurecida epoxídicas, que é usada
tipicamente em sistemas de reforço com FRP. Neste tipo de resina pretende-se:
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• Excelentes propriedades mecânicas;
• Boa resistência à fadiga;
• Baixa retracção;
É de notar que um adesivo mais resistente não indica necessariamente uma junta mais
resistente, pelo que a escolha será tomada de forma a não reduzir o aumento da resistência
nem a ductilidade do sistema estrutural reforçado. Para que seja mobilizado o maior esforço
do betão e do compósito, estas resinas devem ter uma boa cura e ficar bem impregnadas
de forma a que não se verifiquem vazios de ar nem impurezas na ligação betão/Adesivo e
FRP/Adesivo.
2.2 Técnicas de reforço com FRP: EBR ou NSM
O reforço de elementos de betão armado através das técnicas EBR - Externally Bonded
Reinforcement ou NSM - Near Surface Mounted, tem evoluído por impulso de inúmeras
investigações e publicações que vão surgindo, como por exemplo [1, 3]. O reforço a partir
da técnica EBR, é ligado à simplicidade e rapidez de execução, assim como o aumento
das capacidades mecânicas do elemento a reforçar. Atualmente a comunidade científica vê
nesta técnica um desaproveitamento das capacidades mecânicas das fibras, sendo que alguns
desses estudos permitiram constatar que ocorre uma rotura frágil por descolamento do FRP.
Do ponto de vista prático para além de requerer, previamente à sua aplicação, uma preparação
das superfícies a colar. Esta é efectuada externamente ao elemento a reforçar, fazendo
com que o reforço esteja exposto às condições ambientais e atos de vandalismo, diminuindo
também o tempo de vida útil da estrutura reforçada. De um modo geral a técnica de reforço
NSM (ver Figura 2.2), surge de modo a optimizar algumas lacunas da sua técnica congénere
EBR, método no qual são efectuadas ranhuras na camada exterior do betão armado onde será
colocado o compósito de FRP em ligação com uma resina de enchimento (geralmente resinas
epoxídicas ou calda de cimento), [4]. Algumas das vantagens da técnica de reforço NSM,
devem-se a factos como: estando condicionada ao betão de recobrimento, fica protegida de
maior desgaste, impacto ou vandalismo; a área mobilizada de colagem do compósito nesta
técnica é, à partida, maior que a técnica do EBR, trazendo consigo um maior grau de fixação;
maior resistência estrutural no caso de solicitada à flexão e corte, pois as fibras encontram-se
ancoradas no elemento reforçado.
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Figura 2.2: Diferentes graus de fixação concebido pelas técnicas EBR ou NSM,[5].
Para uma eficaz utilização das técnicas acima mencionadas é necessário algum
conhecimento, nomeadamente sobre o comportamento da aderência na junta colada, do tipo
de armadura e respectivo adesivo usado e os critérios de prevenção dos mecanismos de
colapso prematuro devido à interface betão-adesivo-armadura de reforço. A influência destas
características é objecto de pesquisa e análise, sobretudo a nível experimental a partir das
principais publicações pré-normativas na área, tal como o Fib - bulletin Nº14 e os documentos
ACI 440 e do JCI, [6].
2.3 Modos de rotura
Para uma boa compreensão dos mecanismos de falha das técnicas de reforço acima
mencionadas, é primordial conhecer alguns dos principais modos de rotura, representados
na Figura 2.3, e descritos como sendo:
• Modo I - A interface da ligação separa-se perpendicularmente ao plano de rotura .
• Modo II - Deslizamento, ocorrem deslocamentos relativos entre as interfaces no plano de
rotura.
• Modo III - Deslizamento, ainda que ocorram deslocamentos relativos entre as interfaces
dos materiais colados, estas ocorrem perpendicularmente ao desenvolvimento da
fendilhação.
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Figura 2.3: Modos de fractura, adaptado de [7]
Na presente dissertação, apenas é abordado o modo de rotura II.
Os mecanismos de rotura conhecidos e associados ao reforço por colagem externa de
materiais compósitos, são estudados através de ensaios laboratoriais realizados pelos mais
diversos investigadores. A rotura ideal seria uma rotura coesiva pelo FRP, sinalizando desta
forma que foram mobilizados os esforços resistentes máximos deste material. Em termos
globais, para que seja possível reconhecer e perceber os diversos mecanismos existentes na
ligação, a generalidade dos autores recorrem a ensaios reduzidos de corte (com junta simples
ou dupla) e a ensaios de flexão de vigas reforçadas. Para que seja possível ao longo desta
dissertação referir alguns mecanismos intrínsecos na interface que poderão levar a rotura total,
é necessário identificar desde já os mecanismos de rotura que uma ligação poderá ter. Assim
sendo, a rotura pode associar-se a vários mecanismos:
• (a) Rotura do FRP, por esgotamento da sua capacidade resistente (rotura coesiva) ou
como descrito Figura 2.4 por ruína interlaminar (rotura parcialmente coesiva);
• (b) Rotura por descolamento precoce no betão (rotura coesiva);
• (c) Rotura na interface, com consequente descolamento do reforço (rotura adesiva).
Na Figura 2.4, observa-se alguns dos modos de rotura prematuros obtidos na generalidade
dos estudos experimentais quando se aplica a técnica EBR, podendo ocorrer em simultâneo
mais do que um modo de rotura ao longo do comprimento de ligação. A compreensão destes
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modos de rotura é de extrema importância para a compreensão global do comportamento
da estrutura reforçada, pois o início e desenvolvimento deste tipo de fendas podem ditar a
eficiência da ligação FRP/betão.
(a) Rotura interlaminar do FRP (b) rotura adesiva
(c) Descolamento por corte no betão
Figura 2.4: Mecanismos de rotura na interface, adaptado de [8]
2.4 Interface FRP/Betão
Uma das características com maior relevo, quando é efectuada uma ligação entre FRP e um
betão encontra-se no modo de rotura associado ao deslocamento do FRP relativamente a
superfície colada. Uma análise não linear baseada na mecânica de fractura é importante
sendo essencial para a estimativa do modo de rotura a quantificação das energias envolvidas
no processo de descolamento do FRP, [1]. Assim sendo, é necessário conhecer não só
a distribuição de esforços ao longo do comprimento de uma ligação mas também o seu
comportamento para cada etapa do carregamento. A transferência de tensão é feita no plano
da interface betão/adesivo/compósito, e na sua maioria são ignoradas as tensões normais que
possam surgir na interface (Figura 2.5), sendo as tensões predominantes de corte.
Dentro deste campo de tensões, existem outros mecanismos intrínsecos na interface que
levam ao aparecimento de mecanismos localizados de rotura precoce e que por sua
vez causam deformações inelásticas. Estas deformações são geralmente criadas pelo
comportamento frágil do betão, pois a capacidade resistente do mesmo depende das
microfendilhações que precedem à sua capacidade resistente máxima. Segundo [8], à medida
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que o aparecimento destas microfendilhações surge e sempre que possível, o equilíbrio
é restabelecido através de uma redistribuição de esforços para as zonas da junta não
danificadas, ou seja, ao aparecimento de uma fenda, cria-se um acréscimo local de tensão
nas armaduras(interna e externa) e o betão passa a ser solicitado apenas entre fendas. Este
processo repete-se até que ocorra sem pré-aviso, um colapso brusco do sistema de reforço.
Se se entender o que em cima foi exposto, apercebemo-nos que alguns modelos teóricos
atingidos nos dias correntes resumem-se a aproximações que por vezes são distantes da
realidade, pois não contemplam a não linearidade provocada pelas aberturas de fendas que
conduzem aos mecanismos de colapso precoce e que na sua maioria são quem dita o estado
limite último das estruturas reforçadas.
Figura 2.5: Idealização da interface entre dois materiais distintos, [9].
2.5 Ensaios de aderência
A utilização e consequente melhoria obtida pelos materiais compósitos de FRP são
assumidas unanimemente tanto pela comunidade científica como pela indústria mas a falta
de regulamentação sobre algumas técnicas de aplicação do FRP, faz com que seja observado
um uso menos alargado.
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A investigação sobre a aderência entre um compósito de FRP e o betão, tem crescido nos
últimos anos com o objectivo de encontrar um consenso para o tipo de ensaio experimental
praticado e posterior modelação.
Segundo Grace et al. [10], é necessário que os investigadores desenvolvam procedimentos
de testes experimentais para isolar os modos de falha de forma a que as contribuições
individuais da propagação de fendas e respectivas energias de fractura sejam compreendidas
para posterior modelação.
Como já referido, esta dissertação tem como orientação o estudo do modo de rotura II (ver
Figura 2.3), assim sendo são apenas apresentados ensaios de aderência desenvolvidos com
o objectivo de conhecer este modo de rotura.
Figura 2.6: Diferentes esquemas de ensaio para o estudo da aderência entre FRP e betão,
adaptado de [1]
2.5.1 Ensaio de Pull-off
O ensaio pull-off, Figura 2.6a), foi criado com o objectivo de determinar a resistência do betão
in situ, mas com o passar do tempo foi observado que também pode ser usado em ensaios de
aderência entre compósitos de FRP e o betão. Este tipo de ensaio é bastante usual porque os
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seus resultados são consistentes, aliando-se ainda a sua simplicidade de utilização em obra,
pois pode ser utilizado em vigas e lajes. O ensaio de “Pull Off” tem como principio a aplicação
predominante de uma força de tracção necessária para arrancar um disco metálico (bronze ou
alumínio) colado ao compósito de FRP já polimerizado. A força de tracção é transmitida a partir
do equipamento de ensaio, através de um pino enroscado na pastilha metálica. O aumento da
força é gradual e a sua leitura é feita recorrendo a um dinamómetro.
Deste ensaio é apenas conhecida a tensão de aderência ao arrancamento da pastilha metálica,
sendo que por vezes a rotura não é adesiva pela interface FRP/betão, mas coesiva ou
ainda parcialmente coesiva. Segundo Lopes [11], existem vários factores que influenciam
os resultados finais, de entre os quais se destacam:
• Variabilidade da composição e propriedades do betão;
• Orientação e disposição do agregado, influenciando também na superfície de rotura;
• Material que compõe o disco (aço ou alumínio ou bronze);
• Velocidade da aplicação da carga;
• Exposição a que o elemento esteve sujeito antes do ensaio.
Apesar da utilização desta metodologia não revelar a força a que o FRP está sujeito durante o
ensaio, esta apresenta resultados consistentes e credíveis, pois dependendo da superfície de
rotura será considerado como satisfatório ou não o ensaio.
2.5.2 Ensaio de corte simples e duplo
Vários ensaios de corte têm sido desenvolvidos e estudados com a finalidade de compreender
a descolagem e determinar a energia de fractura segundo o modo II. Este tipo de ensaio
permite vários esboços como podemos observar na Figura 2.6 b), c), d), e), sendo o ensaio
b) utilizado para o modo de fractura I. Para além dos vários esboços, este tipo de ensaio
também pode recorrer a vários tipos de instrumentação ou técnicas de medição inovadoras
que permitem uma medição espacial de deslocamentos contínuos de superfície.
Esta técnica de medição é utilizada por Kolluru V. Subramaniam et al. [12], onde a propagação
de fendas interfaciais e a distribuição de tensão de corte durante a descolagem foram
monitorizados usando um sistema de correlação digital de imagem (DIC - Digital image
correlation). Este método permite obter campos de deslocamentos completos em objectos
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quase-planares através da maximização das semelhanças em imagens correspondentes a
diferentes estados de deformação [13]. Em 2010, segundo Christian Carloni e Kolluru V.
Subramaniam [14], foram capazes de medir tensões superficiais no FRP e e no betão a partir
do gradiente do campo dos deslocamentos, usando uma configuração de teste modificado ao
corte. Em consequência do estudo, ficou patente que as propriedades físicas (porosidade e
tamanho do agregado grosso) têm influência direta na resistência da ligação, pois o adesivo
consegue atuar com maior profundidade no betão.
Segundo Grace et al. [10], alguns dos investigadores que utilizaram ensaios de corte simples,
duplos ou ambos foram: Täljsten, Au e Büyüköztürk, Davalos et al., Carloni e Subramaniam
[14], e Carrara et al., Kolluru V. Subramaniam et al. [12].
2.5.3 Ensaios de flexão em viga de betão armado
Alguns dos diversos esboços para este tipo de ensaio são descritos na Figura 2.6 f), g). Os
ensaios de flexão com três ou quatro pontos mais utilizados pelos investigadores têm as
seguintes configurações: ensaio de viga invertida com perfil metálico, ensaio de viga com
rótula a meio-vão, ensaio de viga de betão armado com fenda a meio-vão.
Segundo Biscaia [1], alguns investigadores optaram por realizar ensaios de flexão com fenda
a meio vão para estudar o comportamento de uma ligação FRP-betão, de entre os quais se
destaca: Laura Lorenzis et al. [15] realizando ensaios de flexão de quatro pontos em vigas em
forma de T invertido simplesmente apoiadas.
Maria Aiello e Marianovella Leone [16], efectuaram ensaios de corte simples, duplos e flexão
de viga com fenda a meio vão. Os resultados dos ensaios de flexão mostraram maiores
tensões de aderência e por sua vez menores deslizamentos relativamente aos ensaios de
corte.
Yashar Khalighi [17], escolheu para o estudo da ligação CFRP/betão e GFRP/betão pequenas
vigas devido ao manuseamento e custos inerentes à concepção dos provetes. Assim sendo
os resultados demonstraram uma supremacia da rotura adesiva, com excepção dos provetes
no qual o autor utilizou compósitos de CFRP. Nesses ensaios a rotura ocorreu coesivamente
pelo CFRP e noutros provetes por rotura coesiva do betão devido ao esforço transverso.
Os ensaios de flexão com três ou quatro pontos têm sido utilizados por um certo número
de investigadores [?, 16, 17], mas os ensaios com fenda a meio vão apresentam algumas
2.6. LEIS BOND-SLIP 15
(a) Viga em T invertida com perfil metálico,
[15]
(b) Ensaio de viga com rótula a meio-vão, [16]
(c) viga de betão armado com fenda a
meio-vão, [17]
Figura 2.7: Diferentes esboços para ensaio de viga de betão armado com fenda a meio vão
vantagens em relação aos outros tipos de ensaio quando é objectivo isolar o modo de fractura
II dos quais Grace et al. [10] destaca:
• as configurações do ensaio são relativamente simples;
• Vários tamanhos e configurações de provetes podem ser utilizados, pois geralmente as
máquinas de ensaio são universais ou recorrendo a actuadores hidráulicos;
• Os ensaios de viga de betão com fenda a meio vão, pode ser efectuado recorrendo a um
betão armado ou não armado;
Contudo, Grace et al. [10], uma as desvantagens de ensaios com fenda a meio vão prende-se
com o facto de não ser conhecida a tensão exacta no FRP durante o ensaio.
2.6 Leis bond-slip
As leis bond-slip surgem de forma a que existam modelos descritivos do comportamento de
uma ligação FRP/betão. Os diferentes modelos bond-slip existentes tentam caracterizar o
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comportamento local de uma ligação de forma simples e o mais próxima à realidade possível,
tentando relacionar as tensões de aderência envolvidas na ligação em dependência dos
deslocamentos entre os materiais que concebem a ligação.
Ao efetuar um reforço por colagem externa, é importante para o bom funcionamento da ligação
uma boa capacidade de aderência entre os materiais, dado que a transferência de tensão
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a) Rígido-plástico  b) Linear ascendente c) Linear descendente  
d)  Bi-linear d) Não linear 
Figura 2.8: Vários modelos bond-slip
As leis bond-slip locais podem ser definidas através de funções lineares (Figura 2.8 (a)
(b) (c)), bi-lineares (Figura 2.8 (d)) ou ainda funções não lineares (Figura 2.8 (e)). As
três primeiras funções são aproximações mais simples para representação do fenómeno de
descolamento e por sua vez as menos rigorosas. A lei rígido plástica representa a plastificação
da interface FRP-substrato. A lei linear ascendente (Figura 2.8 (b)), assume apenas um
comportamento elástico e linear da ligação entre os materiais, assim sendo segundo Juvandes
[8] esta consegue descrever com alguma eficácia a distribuição de tensões de aderência até
ocorrer a tensão de aderência máxima (tramo ascendente), contudo não consegue antever o
comportamento descendente da resistência da ligação, ou seja, a fase não linear do betão. A
lei linear descendente (Figura 2.8 (b)) representa a fase pós pico do comportamento do betão,
pois a resistência do betão depende das microfendilhações produzidas após ser atingida a
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capacidade resistente máxima, como demonstrado na Figura 2.9.
Figura 2.9: Comportamento mecânico do betão traccionado uniaxialmente, representativo da
zona de fractura [1]
O gráfico da Figura 2.9 apresenta o comportamento do betão quando submetido a um ensaio
de tracção na zona de fractura, sendo que os tramos de (a) a (d) descrevem as várias etapas
do aparecimento das microfendilhações:
• (a) Mesmo para baixos valores de tensão podemos observar algumas microfendas neste
tramo, sendo estas justificadas pela segregação da interface entre agregados e a restante
mistura cimentícia, retracções ou expansão térmica;
• (b) neste tramo as microfendilhações acontecem devido à propagação das tensões de
tracção;
• (c) acumulação das microfendas;
• (d) Com o acumular de micro fendilhação, nesta etapa ocorre a transição da
microfendilhação para macrofendilhação.
Segundo Dimande [6], os modelos bi-linear e não linear, sendo o bi-linear o mais usual na
literatura, surgem de modo a cobrir também as teorias da não linearidade do betão e dos
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mecanismos de fractura não lineares.
O modelo bi-linear (ver Figura 2.8 d) é descrito de acordo com Yuan [20]: a tensão de corte
aumenta de forma linear com o deslizamento interfacial até que se atinge a tensão máxima e
obtendo assim o (Smax), de seguida a tensão de corte vai reduzindo também de forma linear
até que atinge um valor nulo, ou seja Sult. Ao atingir este valor de tensão (τ = 0) implica
que já foi atingido o patamar da macro-fendilhação ou seja as forças de atrito e a interligação
dos agregados ao longo da junta colada podem ser ignoradas. Resultados experimentais
produzidos por outros autores demonstram que este modelo pode funcionar apenas como
aproximação, pois não consegue descrever com precisão as não linearidades inerentes aos
fenómenos do betão.
O modelo não linear Figura 2.8 e), tem a vantagem de consistir em apenas uma função
exponencial, na qual reflecte o comportamento não linear pré e pós-pico de forma mais
precisa aos restantes modelos aqui citados. Várias fórmulas descritas na literatura são
baseadas na relação bond-slip, sendo que ao adoptar a alusiva função exponencial apenas
é necessário conhecer dois parâmetros: tensão de aderência máxima e o deslizamento
correspondente à tensão de aderência máxima.
O comportamento da lei bond-slip não linear pode ser descrito segundo Dimande, [6], e
representado no lado esquerdo da Figura 2.10 da seguinte forma: muito próximo da origem
é obtida uma relação bond-slip linear adequando-se ao comportamento adesivo (ponto A).
Com o incremento de carga desenvolvem-se as microfendilhações perto da camada adesiva
ocorrendo segregação da interface entre agregados e a restante mistura cimentícia (nesta fase
um aumento na resistência pode ser obtido através de uma preparação eficaz da superfície do
betão, fazendo com que seja o agregado a criar a interface com o adesivo ao invés da pasta
de cimento). O desenvolvimento das microfendilhações sucedem-se até que seja atingido a
resistência ao corte da ligação (Ponto B), assim chegamos ao tramo descendente da curva
bond-slip (do ponto B ao C), que equivale ao início e posterior desenvolvimento da fendilhação
horizontal entre agregados a poucos milímetros acima da camada de adesivo, produzindo por
fim a rotura da ligação.
Do lado direito da Figura 2.10, está ilustrado o comportamento típico da aderência de ensaio
de corte duplo segundo os parâmetros até agora referidos, ou seja: tensões de aderência e
deslizamento ao longo do comprimento colado. Neste tipo de ensaio e ainda segundo [6], a
principal característica de aderência do ensaio de corte é a tensão de pico que se move com
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Figura 2.10: Mecanismo e comportamento experimental da aderência, adaptado de [18]
o incremento da fendilhação na ligação, com o aumento do carregamento. À esquerda do pico
de tensões (ponto A) o carregamento é praticamente elástico. À direita (Ponto C) o aumento
do carregamento conduz a fendilhação da interface tornando consequentemente a um estado
irreversível. A força máxima que pode ser ancorada ou transmitida ao FRP é alcançada quando
o deslizamento excede o seu valor último (Sult) e depende da eficácia da ancoragem ou do
comprimento de transferência (Lt).
Na Figura 2.11, observa-se que as tensões de aderência se desenvolvem ao longo do
comprimento de colagem (Lb),até que seja atingido o comprimento de transferência (Lt),
comprimento para o qual não haverá um aumento das tensões de aderência. A partir deste
momento as tensões de aderência iniciam um processo de migração ao longo do comprimento
reforçado / colado sem que haja aumento das forças aplicadas ao sistema.
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Figura 2.11: Relação entre a máxima força transmitida ao FRP e o comprimento de colagem,
adaptado de [1]
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2.7 Métodos numéricos
Com o avanço tecnológico, disponibilidade de equipamento e acessibilidade aos mais variados
tipos de software, a utilização da modelação numérica continua em crescente utilização.
Nos dias correntes, sabe-se que o colapso prematuro e inesperado dos mais diversos
tipos de estruturas de betão armado, deve-se em parte a microfendas que posteriormente
desencadeavam e seriam as causadoras do colapso, assim sendo a utilização da modelação
numérica quando utilizada com precisão permite dimensionar ou resolver problemas de
dimensionamento insuficiente. O aproveitamento desta ferramenta é feito em grande escala,
pois nos dias correntes é uma das ferramentas computacionais mais fortes na engenharia. A
sua utilização permite reduzir custos e aumentar a rapidez de análises ao invés dos sistemas
tradicionais, como ensaios laboratoriais.
Na parte que se refere ao estudo da ligação de materiais distintos, mais concretamente
na ligação de materiais compósitos ao betão ou ao aço, a modelação numérica apresenta
consideráveis benefícios, exemplificados nos subcapítulos 2.7.1 e 2.7.2. No presente trabalho
procurou-se modelar o comportamento micro-mecânico da ligação entre um compósito de
FRP com um substrato rígido. As modelações numéricas devem ser planeadas de forma a
potenciar a informação útil a retirar, evitando análises dispersivas e com elevada complexidade,
pois os materiais e posteriormente as acções podem ser simulados através de uma malha
de elementos finitos ou discretos, a discretização das malhas pode ser simples ou mais
complexas, enquanto as acções e o comportamento do material, peça ou estrutura pode ser
definindo através de modelos de comportamento, acções, análises mecânicas estáticas ou
dinâmicas.
Os modelos de base contínua e os de base discreta é uma possível distinção na modelação
numérica, sendo que nos modelos de base contínua é simulado a resposta macroscópica dos
materiais aplicando modelos constitutivos globais. Por sua vez os modelos de base discreta é
possível simular as propriedades individuais de cada elemento constituinte do material e sua
interacção, prevendo as propriedades fundamentais dos materiais.
Aplicando a análise de base discreta, por exemplo, à ligação de materiais compósitos ao
betão, é possível distinguir as partículas do betão entre agregados e vazios ou ainda uma
separação dos materiais compósitos reforçados com fibras, tendo cada um destes elementos
características distintas.
Os modelos de base discreta, ou modelos micromecânicos, existentes são:
• Metodo de elementos finitos (MEF);
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• Metodo de elementos discretos (MED);
Cada um dos modelos referidos apresenta vantagens e limitações. A decisão de um destes,
depende do objectivo de aplicação pretendido.
2.7.1 Método dos elementos finitos (MEF)
O Método dos Elementos Finitos (MEF), tem como objectivo a análise de estados de tensão e
deformação de um material ou estrutura sujeita a acções exteriores, consistindo na resolução
aproximada de equações diferenciais parciais (EDP). As suas soluções são baseadas na
eliminação completa das equações diferenciais, ou seja, na transformação das EDP num
sistema aproximado de equações diferenciais ordinárias, que são então resolvidas com o uso
de técnicas standard como o método de Euler, Runge-Kutta, etc.
No âmbito geral, as primeiras classificações aquando de uma resolução segundo MEF são:
geometria, modelo do material constituinte, acções aplicadas (cargas móveis ou cargas com
distribuição em função do tempo) e simplificações possíveis.
A utilização do MEF dá ao utilizador a possibilidade de efectuar uma análise dinâmica ou
estática, sendo que no caso de uma análise dinâmica é necessário a consideração das forças
de inércia associadas às acelerações a que estão sujeitas cada elemento, por sua vez em
alguns casos é considerado que as acções aplicadas são suficientemente lentas para aplicar
uma análise dinâmica, não sendo necessário a aplicação da forças de inércia e passando a
análise a designar-se por análise estática.
Uma das desvantagens do MEF tem como fundamento a mecânica dos meios contínuos,
utilizando modelos contínuos em que a micro-estrutura está homogeneizada, o que no caso
do betão não traduz a realidade.
No que concerne à simulação da geometria de uma peça ou estrutura o MEF tem algumas
vantagens como a possibilidade de considerar modelos estruturais complexos (por exemplo
com descontinuidades). Também traz consigo uma outra importante desvantagem a qual
reside na complexidade em simular a alteração de geometria dos contactos entre partículas
durante o ensaio de carregamento. O MEF é nos dias correntes o modelo numérico com
maior popularidade no estudo do comportamento da ligação de polímeros reforçados com
fibra a outros materiais, tendo como objectivo na maioria dos estudos a reprodução do
comportamento da interface que une os materiais, tentando desta forma entender os vários
factores que influenciam a rotura desta ligação. Lu et al. [19] apresentou um modelo de
elementos finitos meso-escala, de forma a simular as falhas do descolamento interfacial num
ensaio de corte simples à tracção (Figura2.12).
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Fig. 1. Pull test: (a) Schematic; (b) FE model.
anchorage length can always be found so that the full tensile
strength of the reinforcement can be achieved.
Apart from experimental and analytical studies, the finite
element (FE) method has also been used to study debonding
in FRP-to-concrete bonded joints. Earlier FE studies of
interfacial behaviour employed linear elastic analysis and
were concerned with the elastic stress distribution in the
interface (e.g. [5,6]). In the latest studies, attention shifted to
the nonlinear FE analysis of the concrete-to-FRP interface,
aimed at the simulation of the entire debonding process.
There are generally two approaches to the simulation
of debonding in FRP-strengthened RC structures using a
nonlinear FE model. One approach is to employ a layer
of interface elements between the FRP and the concrete
[7–10], in which debonding is simulated as failure of
the interface elements. Obviously, the success of such an
approach depends on the constitutive law (i.e. the bond–slip
model) specified for the interface elements. Such models are
not truly predictive models, although they may be used with
tests to verify/identify interfacial behaviour. In the second
approach [9,11–13], the use of interface elements is avoided;
instead, debonding is directly simulated by modelling the
cracking and failure of concrete elements adjacent to the
adhesive layer. The advantage of this approach is that the
debonding behaviour can be predicted using an appropriate
constitutive model for concrete, without recourse to an
interfacial bond–slip model. Indeed, such a model has the
capability of predicting the bond–slip relationship for use in
a model following the first approach. The second approach
also provides a useful tool for understanding the debonding
failure process and mechanism as only limited experimental
observations of the debonding failure process can generally
be made due to the microscopic details involved in and the
suddenness of a debonding failure.
In general, the debonding of FRP from concrete occurs
within a thin layer of concrete adjacent to the adhesive layer
unless the adhesive is rather weak. The thickness of this
concrete layer is about 2–5 mm. Recent work [12] on the
modelling of debonding failures using the second approach
mentioned above has shown that it is difficult to simulate
debonding using the concrete models available in commonly
used general-purpose FE packages such as ANSYS, MARC
or ABAQUS. To simulate concrete failure within such a
thin layer, with the shapes and paths of the cracks properly
captured, the rotating angle crack model (RACM) [13,14]
should be used if elements with a size comparable to the
thickness of the concrete layer involved in the debonding
failure are adopted. The RACM however has the major
drawback that its constitutive parameters do not have clear
physical meanings and have to be empirically derived from
pull tests.
This paper presents a new FE model which can accurately
simulate the entire debonding process in pull tests of FRP-
to-concrete bonded joints. In this new FE approach, a fixed
angle crack model (FACM) [15] is employed in conjunction
with a very fine finite element mesh with element sizes
being one order smaller than the thickness of the facture
layer of concrete. This approach has the simplicity of the
FACM, for which the relevantmaterial parameters have clear
physical meanings and can be much more easily determined
than those for the RACM, but in the meantime retains the
capability of tracing the paths of cracks as deformation
progresses. The present model using very small elements is
referred to as a meso-scale finite element model.
2. Meso-scale finite element model
2.1. General
To reduce the computational effort, the three-dimensional
FRP-to-concrete bonded joint (Fig. 1(a)) was modeled in
the present study as a plane stress problem using four-node
isoparametric elements. In real pull tests, the width of the
FRP plate and that of the concrete prism may be different. In
comparing FE predictions with test results, the finite element
results including the applied load and axial stresses/strains in
the FRP plate are adjusted based on the followingwidth ratio
factor !w proposed by Chen and Teng [3]:
!w =
!
2! b f /bc
1+ b f /bc
(1)
where b f and bc are the widths of the FRP plate and the
concrete prism respectively. The adjustment involved the
multiplication of the predicted values of the applied load
and the stress and strain in the FRP plate based on the
relationship of Eq. (1) by a factor.
The plane stress FE model for the FRP-to-concrete
bonded joint is shown in Fig. 1(b). It should be noted that
the concrete prism included in the FE model has a height
of 45 mm, which is generally much smaller than the actual
concrete prism in a bond test. The exclusion of the rest
(a) Esquema real do ensaio de corte simples
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Fig. 1. Pull test: (a) Schematic; (b) FE mod l.
anchorage length can always be found so that the full tensile
strength of the reinforcement can be achieved.
Apart from experimental and analytical studies, the finite
element (FE) method has also been used to study debonding
in FRP-to-concrete bonded joints. Earlier FE studies of
interfacial behaviour employed linear elastic analysis and
were concerned with the elastic stress distribution in the
interface (e.g. [5,6]). In the latest studies, atte ion shifted to
the nonlinear FE an lysis of the concrete-to-FRP interfac ,
aimed at the simulation of the entire debonding process.
There are generally two approaches to the simulation
of debonding in FRP-strengthened RC structures using a
nonlinear FE model. One approach is to employ a layer
of interface elements between the FRP and the concrete
[7–10], in which debonding is simulated as failure of
the interface elements. Obviously, the success of such an
pproach depends on the constitutive law (i.e. the bond–slip
model) specified for the interface elements. Such models are
not truly predictive models, although they may be used with
tests to verify/identify interfacial behaviour. In the second
approach [9,11–13], the use of interface elements is avoided;
instead, debonding is directly simulated by modelling the
cracking and failure of concrete elements adjacent to the
adhesive layer. The advantag of this approach is that the
debonding behaviour can be predicted using an appropriate
constitutive model for concrete, without recourse to an
interfacial bond–slip model. Indeed, such a model has the
capability of predicting the bond–slip relationship for use in
a m del following the first approach. The second approach
also provides a useful tool for understanding the debonding
failure process and mechanism as only limited experimental
observations of the debonding failure process can generally
be made due to the microscopic etails involved in an the
suddenness of a debonding failure.
In general, the debonding of FRP from concrete occurs
within a thin layer of concrete adjacent to the adhesive layer
unless the adhesive is rather weak. The thickness of this
concrete layer is about 2–5 mm. Recent work [12] on the
modelling of debonding failures using the second approach
mentioned above has shown that it is difficult to simulate
debonding using the concrete models available in commonly
used general-purpose FE packages such as ANSYS, MARC
or ABAQUS. To simulate concrete failure within such a
thin layer, with the shapes and paths of the cracks properly
captured, the rotating angle crack model (RACM) [13,14]
should be used if elements with a size comparable to the
thickness of the concrete layer involved in the debonding
failure are ad pted. The RACM however has the major
drawback that its constitutive parameters do not have clear
physical meanings and have to be empirically derived from
pull tests.
This paper presents a new FE model which can accurately
simulate the entire debonding process in pull tests of FRP-
to-concrete bonded joints. In this new FE approach, a fixed
angle crack model (FACM) [15] is employed in conjunction
with a very fine finite element mesh with element sizes
being one order smaller than the thickness of the facture
layer of concrete. This approach has the simplicity of the
FACM, for which the relevantmaterial parameters have clear
physical m anings and can be much more easily determined
than those for the RACM, but in the meantime retains the
capability of tracing the paths of cracks as deformation
progresses. The present model using very small elements is
referred to as a meso-scale finite element model.
2. Meso-scale finite element model
2.1. General
To reduce the computational effort, the three-dimensional
FRP-to-concrete bonded joint (Fig. 1(a)) was modeled in
the present study as a plane stress problem using four-node
isoparametric elements. In real pull tests, the width of the
FRP plate and that of the concrete prism may be different. In
comparing FE predictions with test results, the finite element
results including the applied load and axial stresses/strains in
the FRP plate are adjusted based on the followingwidth ratio
factor !w proposed by Chen and Teng [3]:
!w =
!
2! b f /bc
1+ b f /bc
(1)
where b f and bc are the widths of the FRP plate and the
concrete prism respectively. The adjustment involved the
multiplication of the predicted values of the applied load
and the stress and strain in the FRP plate based on the
relationship of Eq. (1) by a factor.
The plane stress FE model for the FRP-to-concrete
bonded joint is shown in Fig. 1(b). It should be noted that
the concrete p ism included in the FE model has a height
of 45 mm, which is generally much smaller than the actual
concrete prism in a bond test. The exclusion of the rest
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(b) Esquema do ensaio segundo o método dos
elementos finitos
Figura 2.12: Ensaio de corte simples, adaptado [20]
Segundo os autores, existem duas possíveis abordagens para a simulação da descolagem
entre FRP e o betão reforçado, numa primeira abordagem um modelo preditivo pode ser
utilizado, através de uma camada de elementos de interface entre o FRP e o betão,
especificando a cada elemento de interface as leis constitutivas (modelos bo d-slip),
dependendo o sucesso da simulação das leis constitutivas. Numa segunda abordagem,
que por sua vez é utilizada pelos autores para descrever o comportamento da ligação, o
descolamento é simulado directamente através da modelação da abertura de fendas e falhas
nos elementos do betão adjacentes ao adesivo. Nesta abordagem ao invés de elem ntos de
i erface, o comportamento do descolamento é regido utilizan o um modelo constitutivo para
o betão. Para Lu et al. [19], as vantagens da utilização da segunda abordagem é a capacidade
desta prever a relação bond-slip para posteriormente ser utilizada num modelo onde é utilizada
a primeira abordagem, outra vantagem é a p ssibilidade de observar o processo de falha. Não
sendo possível ob ervar nos ensaios laboratoriais devido à rapidez do processo (Figura 2.13).
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Table 2
Comparison between finite element and test results
















Wu-1 14.1 61–90 13.8 76.8 11.44 81.5
Wu-2 23.5 120–165 24.7 146.0 22.35 159.0
B-2 38.0 115–140 38.3 125.0 37.74 105.2
Tan-1 7.78 45–65 6.49 45.5 6.40 54.6Tan-2 9.19 45–65
Tan-3 10.5 50–70 9.37 63.6 9.05 77.3Tan-4 11.4 60–80
Tan-5 7.97 45–65 8.44 46.3 8.08 68.9Tan-6 9.19 50–70
Yuan 5.74 70–85 5.82 85.0 6.07 93.1
a The effect of width ratio has been included according to the Chen and Teng formula [3].
elements versus 0.25 mm elements. It can be seen that
the FRP strains from the two FE models are very close to
each other. The contours of the crack strain, defined as the
total tensile strain minus the elastic strain, at each Gauss
point predicted by the two models are shown in Fig. 8.
If two orthogonal cracks exist at any Gauss point, then
the larger crack strain is used in plotting the contours. As
larger crack strains are represented by darker lines, these
contours provide a close representation of crack patterns
and are referred to as crack patterns directly in this paper.
A close agreement in the crack pattern is evident between
the two FE models with different element sizes, but the
cracks predicted using the finer mesh are more distinct. This
comparison shows that, with the present constitutive model
for concrete, the effect of element size on the predic ed
behavior is small. Hence, the element size of 0.5 mm was
used in the numerical simulation of all other specimens, but
the element size of 0.25 mm was used to investigate the
debonding failure mechanism.
4. Verification of the FE model with test results
All specimens listed in Table 1 were simulated with the
FE model presented above. The bond strengths predicted by
the FE model are compared with results from tests and from
the bond strength model of Chen and Teng [3] in Table 2. It
was found to be difficult to provide a precise value of the ef-
fective bond length from a test by an inspection of the strain
distribution in the FRP plate, as the strain distribution may
feature large local fluctuations, so a range is given for each
test in Table 2. For example, the strain distribution at the
debonding load shown in Fig. 9(a) leads to two possibilities:
(a) an effective bond length of 140 mm if the local fluctua-
tions in the strain near the loaded end are not taken to indi-
cate local debonding; and (b) an effective bond length of 115
mm if this local area of 25 mm is taken to have debonded and
excluded from the effective bond zone. The FE value for the
effective bond length could be more accurately determined
Fig. 8. Comparison of crack patterns for different element sizes: (a) small
elements (0.25 mm); (b) large elements (0.5 mm).
as strain distributions at more load levels were available. The
effective bond length of Chen a d Teng’s model [3] is based
on the variation of the ultimate load with the bond length:
the effective length is defined as the bond length beyond
which the ultimate load does not increase. The comparison
given in Table 2 indicate that there is a good overall agree-
ment between the results from all three approaches. The ulti-
mate load from the three approaches are in close agreemen :
indeed, the differences are small considering that even for
two nominally identical specimens of each of the three pairs
tes ed by Tan [34] (e.g. specime s Tan-1 and Tan-2), signif-
icant differences exist between the two ultimate loads. The
FE effective bond lengths are seen to lie within the ranges
found from the tests, but those from Chen and Teng’s model
may lie slightly outside these ranges. Except for specimen
B-2, the bond lengths from Chen and Teng’s model are a
little larger than the FE predictions.
Extremidade carregada
(a) Malha mais discretizada com elementos de
0, 25 mm
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Table 2
Comparis n between finite element and test results
















Wu-1 14.1 61–90 13.8 76.8 11.44 81.5
Wu-2 23.5 120–165 24.7 146.0 22.35 159.0
B-2 38.0 115–140 38.3 125.0 37.74 105.2
Ta -1 7.78 45–65 6.49 45.5 6.40 54.6Tan-2 9.19 45–65
Tan-3 10.5 50–70 9.37 63.6 9.05 77.3Tan-4 11.4 60–80
Tan-5 7.97 45–65 8.44 46.3 8.08 68.9Tan-6 9.19 50–70
Yuan 5.74 70–85 5.82 85.0 6.07 93.1
a The effect of width ratio has been included according to the Chen and Teng formula [3].
elements versus 0.25 mm elements. It can be seen that
the FRP strains from the two FE models are very close to
each other. The contours of the crack strain, defined as the
total tensile strain minus the ela tic strain, at each Gauss
point predicted by the two models are shown in Fig. 8.
If two orthogonal cracks exist at any Gauss point, then
the larger cr ck train is used in plotting the contours. As
larger crack strains are represented by darker lines, these
contours provide a close representation of crack patterns
and are referred to as cr ck patterns directly in is paper.
A close agreement in the crack pattern is evident between
the two FE models with different el ment sizes, but the
cracks predicted using the finer mes are more distinct. This
comparison shows that, with the present constitutive model
for concrete, the effect of element size on the predicted
behavior is small. Hence, the element size of 0.5 mm w s
used in the numerical simulation of all other specimens, but
the element size of 0.25 mm was used to investigate the
debon ing failure mechanism.
4. Verification of the FE model with test results
All specimens listed in Table 1 were simulated with the
FE model presented above. The bond strengths predicted by
the FE model are compared with results from tests and from
the bond strength model of Chen and Teng [3] in Table 2. It
was found to be difficult to provide a precise value of the ef-
fect ve bond length from a t st by an inspection of the strain
distribution in the FRP plate, as the strain distribution may
feature large local fluctuations, so a range is given for each
test in Table 2. For example, the strain distribution at the
debonding load shown in Fig. 9(a) leads to two possibilities:
(a) an effective bond length of 140 mm if the local fluctua-
tions in the strain near the loaded end are not taken to indi-
cate local debonding; and (b) an effective bond length of 115
mm if this local area of 25 mm is taken to have debonded and
excluded from the effective bond zone. The FE value for the
effective bond length could be more accurately determined
Fig. 8. Comparison of crack patte ns for different eleme t sizes: (a) small
elements (0.25 mm); (b) large elements (0.5 mm).
as strain distributions at more load levels were available. The
effective bond length of Chen and Teng’s model [3] is based
on the variation of the ultimate load with the bond length:
the e fectiv length is defined as the bond length beyond
which the ultimate load does not increase. The comparisons
given in Table 2 indicate that there is a good overall agree-
ment between the results from all three approaches. The ulti-
mate loads from the three approaches are in close agreement:
indeed, the differences are small considering that even for
two nominally identical specimens o each of the three pairs
tested by Tan [34] (e.g. specimens Tan-1 and Tan-2), signif-
icant differences exist between the two ultimate loads. The
FE effective bond lengths are seen to lie within the ranges
found from the tests, but those from Chen and Teng’s model
may lie slightly outside these ranges. Except for specimen
B-2, the bond lengths from Chen and Teng’s model are a
little larger than the FE predictions.
Extremidade carregada
(b) Malha menos discretizada com elementos de
0, 5 mm
Figura 2.13: Comparação dos padrões de falha com dif rentes íveis d discretiz ção,
adaptado [20]
As comparaçõ s entre as pr visõ s do modelo efec uado por lu et l. [19] e os resultados dos
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testes seleccionados pelos mesmos mostraram que a carga de rotura, comprimento da ligação
efetivo e distribuições de deformação da placa de FRP sob diferentes níveis de carregamento
podem ser previstos, sendo os padrões de falha realistas.
Godat et al. [21], efectuou um modelo preditivo do comportamento de vigas reforçadas
com polímeros de fibra reforçados ao corte, recorrendo ao programa comercial ADINA. O
objectivo geral foi desenvolver uma ferramenta numérica capaz de prever com precisão do
comportamento das vigas reforçadas com FRP (colado exteriormente) ao corte. Outro dos
objectivos do estudo passou por determinar o elemento de interface mais apropriada para
















































Figura 2.14: Modelo de elementos finitos criado para o estudo da ligação FRP/betão utilizando
a técnica de EBR, adaptado de [21]
A partir de um conjunto predeterminado de dados experimentais (modelo bond-slip bi-linear),
godat et al. [21], utilizou três tipos de elementos de interface afim de conhecer o que melhor
reproduziria a lei bond-slip escolhida, desta forma foi utilizado: elementos de mola, (Figura
2.15a), elementos de treliça discretos, (Figura 2.15b), e elementos de treliça contínua, (Figura
2.15c).
Os autores concluíram que o modelo de elementos finitos utilizado para análise das vigas
experimentais foi capaz de apanhar as tendências gerais e o comportamento com uma
excelente precisão. Das diferentes abordagens para simular o comportamento da interface,
os elementos de mola segundo godat et al. [21] foram os menos precisos, por outro lado, tanto
os elementos de treliça discretos como os contínuos podem prever tanto o modo de falha da
descolagem como as regiões mais gravosas de fendilhação obtidas experimentalmente.
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FRP interfacial response, which depends on the concrete, the FRP,
as well as the adhesive. The interface element connects one con-
crete node with a corresponding FRP node. The stiffness of these
bond elements is associated with the difference in displacement
between the two adherent materials. The interface elements are
considered to act only in the directions parallel to the fiber orien-
tations. The constraint equations are enforced in the other direc-
tions between the interface and the concrete nodes, and between
the interface and the FRP nodes. Thus, the total displacement be-
tween Point 1 (slave) and Point 2 (master) of the interface element
(Fig. 5) represents the interfacial slip.
3.2.4. Horizontal interface elements
When the principal diagonal-tension stresses reach the tensile
strength of the concrete, a diagonal crack will develop [20].
Numerous researchers reported that the addition of horizontal
sheets over the vertical ones has no contribution to the shear
capacity. In contrast, Adhikary and Mutsuyoshi [21] and Khalifa
and Nanni [22], through their experimental results, concluded that
beams strengthened with horizontal fibers aligned over vertical
bonded fibers enhanced the shear capacity by approximately 5%
and 15%, respectively. In all of the previous studies [12–14], the
interfacial behavior is proposed only parallel to the fiber orienta-
tion, while full strain compatibility is assumed in the other direc-
tions. Thereby, the influence of the horizontal component of the
principal diagonal-tension stresses to the general response of the
beam is neglected. Additionally, there is no information on the
effectiveness of utilizing horizontal interface elements in addition
to the vertical ones.
The current study investigates the influence of including hori-
zontal interface elements in addition to the vertical interface ele-
ments. The interfacial response is provided in directions parallel
and perpendicular to the fiber orientation to investigate the hori-
zontal component of the principal diagonal-tension stresses. It
should be noted that the interaction between the vertical and hor-
izontal interface elements is disregarded. The bond stress–slip
curve for the discrete truss elements acting perpendicular to the
fiber orientation is a function of the bond stress–slip curve of the
vertical interface elements. In this study, the bond stress–slip
curves for horizontal interface elements are taken as 5%, 10–20%,
of the vertical interface elements based on the results obtained
by Adhikary and Mutsuyoshi [21] and Khalifa and Nanni [22].
3.2.5. Finite element discretization
An important step in finite element modeling is the selection of
the mesh density. A convergence of results is obtained when an
adequate number of elements are used in a model. This is achieved
practically when an increase in the mesh density has a negligible
effect on the results. Therefore, in the current research a conver-
gence study is carried out to specify an appropriate mesh density
and to ensure that the spatial discretization used did not introduce
excessive approximations into the simulations. Another purpose of
this study is to verify the fluctuation of the slip profiles along the
sheet depth and the locations of the maximum interfacial slip val-
ues. The numbers of elements along the beam depth are increased,
while the numbers of elements in the other dimensions are kept
identical. Therefore, 5, then 10, then 20 elements are considered
along the 250 mm beam depth, which correspond to element sizes
of 50 mm, 25 mm and 12.5 mm, respectively. Note that the FRP
composites are represented by shell elements, whereas the FRP/
concrete interfacial behavior is simulated by discrete truss
elements.
3.3. Specimens investigated
The proposed three-dimensional analysis is applied to various
cases having different FRP strengthening configurations. These
cases are selected for numerical analysis so as to cover a wide spec-
trum of FRP strengthening schemes. These include beams strength-
ened with vertical and inclined FRPs attached to the sides, and with
U-shaped wraps as tested by Pellegrino and Modena [23], Chaallal
et al. [24] and Adhikary and Mutsuyoshi [21]. Table 1 lists the geo-
metrical characteristics and strengthening details, whereas Table 2
provides the material properties of the various specimens. In











































Fig. 5. Details for interface element.
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FRP interfacial response, which depends on the concrete, the FRP,
as well as the adhesive. The interface element connects one con-
crete node with a corresponding FRP node. The stiffness of these
bond elements is associated with the difference in displacement
between the two adherent materials. The interface elements are
considered to act only in the directions parallel to the fiber orien-
tations. The constraint equations are enforced in the other direc-
tions between the interface and the concrete nodes, and between
the interface and the FRP nodes. Thus, the total displacement be-
tween Point 1 (slave) and Point 2 (master) of the interface element
(Fig. 5) represents the interfacial slip.
3.2.4. Horizontal interface elements
When the principal diagonal-tension stresses reach the tensile
strength of the concrete, a diagonal crack will develop [20].
Numerous researchers reported that the addition of horizontal
sheets over the vertical ones has no contribution to the shear
capacity. In contrast, Adhikary and Mutsuyoshi [21] and Khalifa
and Nanni [22], through their experimental results, concluded that
beams strengthened with horizontal fibers aligned over vertical
bonded fibers enhanced the shear capacity by approximately 5%
and 15%, respectively. In all of the previous studies [12–14], the
interfacial behavior is proposed only parallel to the fiber orienta-
tion, while full strain compatibility is assumed in the other direc-
tions. Thereby, the influence of the horizontal component of the
principal diagonal-tension stresses to the general response of the
beam is neglected. Additionally, there is no information on the
effectiveness of utilizing horizontal interface elements in addition
to the vertical ones.
The current study investigates the influence of including hori-
zontal interface elements in addition to the vertical interface ele-
ments. The interfacial response is provided in directions parallel
and perpendicular to the fiber orientation to investigate the hori-
zontal component of the principal diagonal-tension stresses. It
should be noted that the interaction between the vertical and hor-
izontal interface elements is disregarded. The bond stress–slip
curve for the discrete truss elements acting perpendicular to the
fiber orientation is a function of the bond stress–slip curve of the
vertical interface elements. In this study, the bond stress–slip
curves for horizontal interface elements are taken as 5%, 10–20%,
of the vertical interface elements based on the results obtained
by Adhikary and Mutsuyoshi [21] and Khalifa and Nanni [22].
3.2.5. Finite element discretization
An important step in finite element modeling is the selection of
the mesh density. A convergence of results is obtained when an
adequate number of elements are used in a model. This is achieved
practically when an increase in the mesh density has a negligible
effect on the results. Therefore, in the current research a conver-
gence study is carried out to specify an appropriate mesh density
and to ensure that the spatial discretization used did not introduce
excessive approximations into the simulations. Another purpose of
this study is to verify the fluctuation of the slip profiles along the
sheet depth and the locations of the maximum interfacial slip val-
ues. The numbers of elements along the beam depth are increased,
while the numbers of elements in the other dimensions are kept
identical. Therefore, 5, then 10, then 20 elements are considered
along the 250 mm beam depth, which correspond to element sizes
of 50 mm, 25 mm and 12.5 mm, respectively. Note that the FRP
composites are represented by shell elements, whereas the FRP/
concrete interfacial behavior is simulated by discrete truss
elements.
3.3. Specimens investigated
The proposed three-dimensional analysis is applied to various
cases having different FRP strengthening configurations. These
cases are selected for numerical analysis so as to cover a wide spec-
trum of FRP strengthening schemes. These include beams strength-
ened with vertical and inclined FRPs attached to the sides, and with
U-shaped wraps as tested by Pellegrino and Modena [23], Chaallal
et al. [24] and Adhikary and Mutsuyoshi [21]. Table 1 lists the geo-
metrical characteristics and strengthening details, whereas Table 2
provides the material properties of the various specimens. In











































Fig. 5. Details for interface element.
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FRP interfacial response, which depe ds on he concrete, th FRP,
as well as the adhesive. The interface elem t conne ts one con-
crete node with a corresponding FRP node. Th stiffn ss of these
bond elements is associated with the difference i displ c ment
between the two adherent mat rials. The int rface elem nts are
considered to act only in the direction parallel to the fiber orien-
tations. The constraint equations are enforc d in the other dire -
tions between the interface and th concrete nodes, and be ween
the interface and the FRP nodes. Thus, the total displacement be-
tween Point 1 (slave) and Point 2 (mast r) of the interface element
(Fig. 5) represents the interfacial slip.
3.2.4. Horizontal interface elements
When the principal diagonal-tension stresses re ch the tensile
strength of the concrete, a diagonal crack will develop [20].
Numerous researchers reported that the addition of horizontal
sheets over the vertical ones has no contribution to the shear
capacity. In contrast, Adhikary and Mutsuyoshi [21] and Khalifa
and Nanni [22], through their experimental results, concluded that
beams strengthened with horizontal fibers aligned over vertical
bonded fibers enhanced the shear capacity by approximately 5%
and 15%, respectively. In all of the previous studies [12–14], the
interfacial behavior is proposed only parallel to the fiber orienta-
tion, while full strain compatibility is assumed in the other direc-
tions. Thereby, the influence of the horizontal component of the
principal diagonal-tension stresses to the general response of the
beam is neglected. Additionally, there is no information on the
effectiveness of utilizing horizontal interface elements in addition
to the vertical ones.
The current study investigates the influence of including hori-
zontal interface elements in addition to the vertical interface ele-
ments. The interfacial response is provided in directions parallel
and perpendicular to the fiber orientation to investigate the hori-
zontal component of the principal diagonal-tension stresses. It
should be noted that the interaction between the vertical and hor-
izontal interface elements is disregarded. The bond stress–slip
curve for the discrete truss elements acting perpendicular to the
fiber orientation is a function of the bond stress–slip curve of the
vertical interface elements. In this study, the bond stress–slip
curves for horizontal interface elements are taken as 5%, 10–20%,
of the vertical interface elements based on the results obtained
by Adhikary and Mutsuyoshi [21] and Khalifa and Nanni [22].
3.2.5. Finite element discretization
An important step in finite element modeling is the selection of
the mesh density. A convergence of results is obtained when an
adequate number of elements are used in a model. This is achieved
practically when an increase in the mesh density has a negligible
effect on the results. Therefore, in the current research a conver-
gence study is carried out to specify an appropriate mesh density
and to ensure that the spatial discretization used did not introduce
excessive approximations into the simulations. Another purpose of
this study is to verify the fluctuation of the slip profiles along the
sheet depth and the locations of the maximum interfacial slip val-
ues. The numbers of elements along the beam depth are increased,
while the numbers of elements in the other dimensions are kept
identical. Therefore, 5, then 10, then 20 elements are considered
along the 250 m beam depth, which correspond to element sizes
of 50 mm, 25 mm and 12.5 mm, respectively. Note that the FRP
co posites are represented by shell elements, whereas the FRP/
concrete interfacial behavior is simulated by discrete truss
elements.
3.3. Specimens investigated
The proposed three-dimensional analysis is applied to various
cases having different FRP strengthening configurations. These
cases are selected for numerical analysis so as to cover a wide spec-
trum of FRP strengthening schemes. These include beams strength-
ened with vertical and inclined FRPs attached to the sides, and with
U-shaped wraps as tested by Pellegrino and Modena [23], Chaallal
et al. [24] and Adhikary and Mutsuyoshi [21]. Table 1 lists the geo-
metrical characteristics and strengthening details, whereas Table 2
provides the material properties of the various specimens. In











































Fig. 5. Details for interface element.
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(c) Elem nto
treliça contínuo
Figura 2.15: Alternativas para a modelação dos lementos de in erface, adaptado [21]
2.7.2 Método do lementos discr tos (MED)
O método dos elementos discretos (MED) foi inicialmente esenvolvido por Cundall e Strack
[22], com a finalidade de estudar o movimento de materiais granular s e rochosos. Com a
evolução e potencialização dos meios computacionais, este método tem sido sucessivamente
adaptado para os mais diversos studos d probl ma .
Actual nte, o Método dos El mentos Discr tos (MED) para além das alt rnativas 2D o
3D, dá-nos a pos ibilid de d tr tar d problemas m lexos nos diversos campos da
engenharia com êxito, como a possibilidade e representaçã d materiais sólidos ou estudo
de problemas de fluxo. A partir do conh cimento das propriedad s mecânicas microscópicas
das partículas d um do material o compor amento d int racção entr estas, o MED
modela o c portamento macroscópico, físico e mecânico.
O MED co siste então, na discretização (propri dades me ânicas particulares g ometrias
d fi idas) d um conjunto de pequ nas partículas rígid (em ger l, esferas ou discos)
que interagem através de contactos deformáveis, permitindo que durante o carrega ento
se formem r mpam co tactos suc ssiv m te. Mesm se do as partícula circulare é
possível recriar diversos tipos de geometria através da aglomeração de partículas.
O método dos elementos discretos surge na investigação de materiais compósitos, ainda
que pouco utilizado, devido a complexidade de evolução dos danos e mecanismos de falha
inerentes a este tipo de material e posteriormente a sua ligação a outros materiais. O
comportamento da ligação de polímeros reforçados com fibra a outros materiais é nos dias
correntes uma matéria pouco estudada segundo o método dos elementos discretos. Segundo
Yang et al. [23], muitos ensaios da micro ligação de compósitos reforçados com fibras foram
realizados para estudar a resistência interfacial. Posteriormente utilizados para avaliar as
propriedades interfaciais, especialmente a força de corte da interface, todavia a rotura da
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matriz e o seu efeito sobre o descolamento interfacial são difíceis de explicar em simulações
utilizando o Método dos elementos finitos. Yang et al. [23], adoptou o método dos elementos
discretos (DEM) a partir de programa com um código comercial, PFC2D, para simular o
processo dinâmico de ensaios sobre a micro ligação de um sistema compósito de fibra de
vidro reforçada com uma matriz epóxy devido às características intrínsecas e as vantagens em
modelar a fractura numa escala micro. Este modelou a fibra utilizando um modelo de aderência
paralela devido ao seu comportamento elástico, enquanto que, tanto a matriz como a interface
fibra /matriz são modeladas com um modelo de contacto softening (Figura 2.16).
where a is the angle between the directions of the contact force and
the line segment connecting the centers of the two particles. The
yielding of the bond in tension is determined by comparing the






with the contact strength. The bond yields if the contact force is lar-
ger than the contact strength:
F > Fmax "9#
The maximum plastic displacement Upmax is calculated from the
displacements in the normal and shear directions. In each compu-
tation step, the increments of normal and shear plastic deforma-








When the plastic displacement reaches Upmax,
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The fracture energy release rate can be calculated as:
G ! 1
2
% rn % Unp $
1
2











In which rn and rs are the normal and shear stresses of the
bond when yield occurs, i.e. Eqs. (8) and (9) are satisfied. For the
mixed mode, the fracture energy release rate is somewhere
between the rates of the two single fracture modes.
3.2. Convergence study
Since displacement loading is used in this research, including
the fiber, matrix and the laminae tensile tests shown in the follow-
ing sections, the influence of loading velocities on the solutions is
studied by comparing the stress–strain curves obtained from a par-
allel bond model subject to different tensile loading velocities, as
shown in Fig. 4. It is found that for all loading velocities below
0.1 m/s, the tests lead to almost identical results. Therefore,
v = 0.1 m/s is chosen as the loading velocity in all subsequent cases
to achieve the quasi-static conditions.
After the convergence study on velocity, a Double Cantilever
Beam (DCB) virtual test [32,33], which has been widely applied
to investigate interface strength, is conducted by the 2D DEM
model with square arrangement of particles. The test is to assess
the effect of particle size on the failure of the contact softening
model. The model consists of two identical material layers [34],
as shown in Fig. 5, each of which is further divided into two plies.
The contacts between the particles within each layer are modeled
by the parallel bond, while the interface between the two layers is
represented by the contact softening model. The length of the plies
is 45 mm and the thickness is 3 mm. An initial interfacial crack of
20 mm length from the left end of the beam is generated by remov-
ing the interfacial bonds between the two layers. The right end of
the beam is fixed. The loading is applied by assigning a constant
separation velocity in the vertical direction to the particles at the
left ends of the two layers, which results in a variable opening
end displacement. Different particle sizes are used in this simula-
tion to examine their effect on the interfacial fracture and the
results are illustrated in Fig. 6. It is found that the model shows
good convergence and numerical results agree very well with the
theoretical solution by the J-integral theory in [34], though the
results for R = 0.75 mm are slightly distanced from the group,
which is due to the fact that for this case only one ply of particles
is used in each layer. The good convergence of the contact soften-
ing model indicates that the influence of particle size on the model
is not significant as long as the particle size is sufficiently small and
the model can be adopted to simulate the fracture of matrix and
fiber/matrix interface.
3.3. DEM simulations
Glass fiber reinforced composites are taken as examples in
this paper, where the glass fiber and the epoxy matrix are both


















Fig. 4. Convergence of loading velocities for quasi-static simulation.
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Fig. 5. DEM model of DCB test.























Fig. 6. Convergence of particle sizes in the DEM simulations of DCB test.
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Figura 2.16: Modelo MED para calibração da interface fibra - matriz,[23]
Posteriormente à calibração da fibra e da matriz, foi criado um provete simétrico da
micro-ligação fibra-resina (Figura 2.17) afim de reproduzir o comportamento da ligação de
uma gota de resina sobre uma placa de fibra.
of black dots). The stress–strain curve, as shown in Fig. 11, also dem-
onstrates that the model has captured the elastic–plastic behavior of
epoxy matrix accurately. The calibrated matrix properties are listed
in Table 1.
4. DEM simulation of the microbond test
In Fig. 12, a symmetric model of the microbond specimen was
constructed by DEM, in which the droplet of epoxy matrix was
modeled with an elliptical shaped particle assembly and the fiber
center-line was taken as the symmetric axis. Configuration of the
microbond test was taken from [9], i.e., the fiber radius was
14.17 lm, and the height and embedded length of the droplet
were, respectively, 143.3 lm and 366.7 lm. The boundary condi-
tions were applied by restricting the horizontal movement in the
left end of the fiber and the vertical movement along the fiber
center-line. The particles are between a minimum radius of
Rmin = 1 lm and a maximum radius of Rmax = 1.5Rmin according to
the uniform distribution law with a total particle number of
7618. The calibrated properties from Section 3 were assigned to
the particles of different constituents and the contacts. The con-
tacts between fiber particles (in green color)* and matrix particles
(in blue color) were treated as the fiber/matrix interface. The vise
blade was represented by a vertical rigid line with a much larger
stiffness than those of the particles to avoid any deformation.
And the blade was made to move horizontally with a constant
velocity v = 0.1 m/s against the microbond specimen. A magnified
view of the area near the vise blade is shown in Fig. 13, in which
the contact network of the particles is plotted by connecting the
centers of contacting particles with black lines. This network of
contacts is similar to the mesh scheme in the FEM, but the contacts
are substantially discrete and breakable. They can be assigned with
different constitutive properties in order to simulate the fracture of
multiphase materials. In this paper, two vise angles, u = 7! and
u = 14!, were used in the DEM simulations, as shown in Fig. 14a
and b. Complex pictures of the failure process during the micro-
bond tests, such as dynamical damage initiation and propagation
of matrix cracking as well as interfacial breaking, were all observed
in the DEMmodeling. DEM simulation results then were compared
with experimental investigations which were shown in Fig. 15. An
inclined vise with an angle of 30! was also used in the DEM simu-
lation to exam the effect of the vise angle on the material damage,
as shown in Fig. 16. The cutting forces related to the two vise an-
gles were also compared and shown in Fig. 17.
5. Results and discussions
In the cases of vertical vise, as shown in Fig. 14, the matrix in
front of the vise, where the vise cut into, shows plastic deform
(indicated by the concentration of black dots). The material closely
surrounding the vise tip has been broken due to the high level of
stress concentration. The red dots represent complete separation




























Fig. 9. Contact force distribution in front of the crack tip at different loading
displacements, d (particle radius R = 0.25 mm).












Fig. 11. Stress–strain curve of epoxy matrix in tension.
Fig. 12. DEM model of microbond test.
Fig. 13. Network of the contacts in the DEM model of microbond test.
!!
(a) initial model 
(b) after failure 
Fig. 10. DEM model of epoxy tensile test. (Black dot indicates the bond has started
to yield, and red dot indicates the final failure.)




Figura 2.17: Modelo MED efectuado para reproduzir o comportamento das micro-ligações, [23]
Os ensaios de verificação do comportamento das micro-ligações, tiveram em conta o ângulo
do contorno da matriz com uma lâmina que move-se horizontalmente com uma velocidade
constante, colidindo com a matriz. Desta forma Yang et al. [23], capturaram o início e a
propagação de descolamento interfacial, discritizado na Figura 2.18 desd o choque inicial
(Figura 2.18a) até ao completo descolamento da matriz com a fibra(Figura 2.18c), onde os
traços pretos caracterizam a cedência e a vermelho a rotura total:
Os resultados numéricos foram comparados e validados com observações experimentais
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of the particles and breaking of bonds. The interface begins to yield
before the matrix cracks propagate to it. The interface at the left
end of the droplet has also yielded but debonding has not been ob-
served throughout the microbond test. These observations agreed





Fig. 14. DEM simulation of microbond test at different vise angle u: (a) u = 7! and (b) u = 14!. (Black dot indicates the bond has started to yield, and red dot indicates the final
failure.)
Matrix remaining on the fiber 
Pulled-out droplet 
Contact region with a knife edge 
Fig. 15. SEM experimental observation of microbond test in [10] and [33].
Fig. 16. DEM simulations of microbond test under inclined vise.
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Fig. 17. Cutting force acting on the vise.
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Figura 2.18: Diversas fases desde a colisão até à rotura fibra - matriz, [23]
existentes, mostrando segundo o autor que o modelo desenvolvido pode ainda ser modificado
para analisar os danos materiais e estruturais em sistemas mais complexos de compósitos de
fibras reforçadas.
Sheng et al. [24] também utilizou o código comercial PFC2D para simular a abertura de
fendas transversais em compósitos de FRP. Para tal, utilizou distribuições de fibras regulares,
hexagonais e aleatórias para estudar o efeito da distribuição da fibra na abertura de fendas
transversais num provete rectangular sob carga de tracção, representado na Figura 2.19.
by the red lines. From Fig. 10, it can be seen that the entire dynamic
damage process of the initiation and propagation of cracking can
be naturally simulated by the DEM model.
4. Results and discussion
It can be found from the DEM results that for all the three fi-
ber distributions the transverse cracks propagate through the
middle part of the fiber reinforced area, and the crack develop-
ment is altered and/or interrupted by fibers and fiber/matrix
interfaces, resulting in a zigzag path, as shown in Fig. 10ii. Plas-
tic deformation of the matrix and fiber/matrix interfacial yield-
ing can be observed on both sides of the transverse cracks, but
more severe plastic deformation of the matrix and fiber/matrix
interfacial yielding are found in the vicinity of the transverse
crack.
In the laminae with rectangular distribution of fibers, interfacial







Specimen height: W=1.5 mm Initial crack length: a=100 µm
Specimen length: L=5 mm Square height: h=650 µm
Initial specimen length: L0=1.0 mm     Square length: k=650 µm





Fig. 10. DEM dynamic simulation of transverse cracking in laminae. (‘a’, ‘b’ and ‘c’ represent rectangular, hexagonal and random distribution of fibers, respectively; Red, black
and brown lines describe transverse cracking, m trix pla tic deformati n and interface yield, respectively.). (For nterpretation of the references to colour in this figure le end,
the reader is referred to the web version of this article.)
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Figura 2.19: Modelo MED efectuado para simular a abertura de fendas transversais, [24]
Na Figura 2.19, as fibras (a verde) são colocadas uma pequena área quadrada no meio do
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provete. De forma a assegurar que a fenda se propaga pela zona central os autores criaram
uma fenda a meio vão da parte superior do provete, para posteriormente ser aplicado um
deslocamento constante nas extremidades do provete. Segundo os autores, com o aumento
gradual da força aplicada, a rotura é iniciada a partir da fenda pré-definida, propagando-se
para a zona interior do material até atingir a rotura total. O acompanhamento deste processo
foi capturado e comparado com ensaios laboratoriais realizados (ver Figura 2.20), sendo que
dos ensaios realizados computacionalmente podemos observar três cores distintas na qual as
pretas representam a deformação plástica da matriz, as vermelhas indicam que a energia de
fractura foi atingida e finalmente as castanhas indicando que a interface entre a fibra-matriz
começou a ceder.
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(a) Fase inicial
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(b) Fase intermédia
fiber/matrix interface, though some of the debondings occurs on
the left hand side of a fiber, while others takes place on the right
hand side. A similar phenomenon has been recorded in the exper-
imental investigation [35], as shown in Fig. 11a.
In the laminae with hexagonal arrangement of fibers, the trans-
verse cracking path is slightly different. It joins the fiber/matrix
interfacial debondings as well as penetrates through the matrix be-
tween two horizontally neighboring fibers, and directly propagates
forward, as highlighted in zone (A) of Fig. 10b(ii) and (A0) of (b). The
concentrated matrix plastic deformation and interface yielding are
then formed on both sides of the crack, as can be seen in
Fig. 10b(ii), which dissipates the extra energy that is needed to de-
bond the interfaces. Th transverse crack selects the weaker matrix
in plastic d formation instead of t e fiber/matrix interfaces as the
propagation rout .
The propagation of transverse cracking in randomly distributed
fiber reinforced laminae is much more complex in reality, and is
successfully simulated by the DEM model without introducing
any assumptions on how the crack should propagate, as shown
by the numerical results in Fig. 10c. The direction of the transverse
cracking is more or less random but generally followed the middle
line of the specimen. It is also a mixture of joining interfacial
debonding and matrix cracking.
It is evident that the DEM results have provided a unique in-
sight of the microscopic damage within the composite laminae.
One of the unique features of the DEM model is that the dynamic
simulation can record all the damage accumulated during the
loading process. From these records, it can be found that the distri-
bution of fibers not only affects the transverse cracking path, but
also causes different residual damage, such as matrix plastic
deformation and fiber/matrix interfacial yielding in the material.
Fig. 12 presents a statistic summary of the damage accumulated
in the loading process. In the laminae with rectangular fiber distri-
butions, the number of residual damage, in terms of the total
number of the particle contacts exhibiting either matrix plastic
deformation or fiber/matrix interface yielding, is smaller than that
with hexagonal or randomly distributed fibers. This suggests that
laminae with rectangular distribution of fibers can offer better
residual mechanical properties. This is due to the fact that a rectan-
gular distribution of fibers can offer more uniform stress distribu-
tion within the laminae, resulting in a lower level of stress
concentration, and then a reduction of plastic deformation and
fiber/matrix interface debonding.
For randomly distributed fiber reinforcement, Figs. 13 and 14
show the results obtained by the DEM model with different fiber
volume fractions. In the laminae with lower fiber volume fractions,
a more diverted transverse cracking path is observed, probably due
to the fact that more matrix material between two neighboring
fibers has left more freedom for the transverse crack to pass
through, which creates a relatively less uniform path. When the
(a) (b)
A ’





















 Matrix plastic deformation
 Fiber/matrix interface yield
Fig. 12. Residual damage in laminae with different fiber distributions.
Fig. 13. Transverse cracking in laminae with random fiber distribution and different fiber volume fractions: (a) 23.2%, (b) 37.6% and (c) 56.2%.
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(c) Fase final
Figura 2.20: Processo de rotura, [25]
Desta forma, os resultados obtidos por Sheng et al. [24] mostraram-se em concordância com
os observados experimentalmente, sendo dada relevância não só ao facto de acompanhar
o processo de abertura da fenda como a possibilidade de um estudo quantitativo dos danos





No presente trabalho, o método dos elementos discretos (MED), sob o código comercial de
PFC2D [26], foi adoptado para reproduzir o comportamento do GFRP, e posteriormente usar
essa informação para descrever a ligação do mesmo a outros materiais.
Na secção 3.2 é apresentado e descrito o software PFC2D - Particle flow code in 2 dimensions
- de forma a compreender os pressupostos inerentes no programa para a modelação do
GFRP, bem como algumas das suas vantagens e limitações.
3.2 Particle Flow Code in Two Dimensions - PFC2D
Desenvolvido pela empresa Itasca Consulting Group Inc., o Particle Flow Code in Two
Dimensions modela o movimento e a interacção de partículas circulares pelo método de
elementos discretos a duas dimensões. O MED foi introduzido por Cundall [27] para a análise
de problemas da mecânica das rochas, sendo em seguida, aplicado a materiais granulares
por Cundall e Strack (1979). O PFC2D é classificado como um código de elementos discretos
com base na definição da revisão de Cundall [22], uma vez que permite deslocamentos finitos
e rotações de corpos discretos, incluindo total separação das partículas e reconhecendo novos
contatos automaticamente, conforme o cálculo progride. Tendo em conta que o PFC2D
restringe as partículas a um formato circular rígido, este pode ser visto como um método
simplificado de implementação do MED, pois de um modo geral o MED permite a manipulação
de partículas com uma geometria poligonal.
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Por ser bi-dimensional, o modelo presente no PFC2D considera duas componentes de força
e uma de momento, ao invés das três componentes de força e de momentos que devem
estar presentes numa assembleia de partículas tridimensional. Assim, neste modelo, apenas
será considerado para as equações de movimento ou nas leis de força-deslocamento as duas
componentes de força no plano de análise e o momento considerado é o perpendicular ao
plano. Em termos espaciais, poderá ser considerado um modelo representado por cilindros ou
por esferas cujos centros de gravidade se encontram sobre o mesmo plano.
O PFC2D [26], na sua análise assume os seguintes pressupostos:
• As partículas comportam-se como corpos rígidos;
• Os contactos entre partículas ocorrem numa área muito reduzida (ou seja, num ponto);
• As partículas podem sobrepor-se umas às outras nos pontos de contacto;
• A magnitude da sobreposição esta relacionada com a força de contacto através da lei de
força-deslocamento, e todas as sobreposições são pequenas comparativamente com o
tamanho das partículas;
• Podem existir ligações nos contactos entre partículas;
• Todas as partículas são circulares, no entanto, podem formar-se "aglomerados de
partículas"de forma arbitrária que actuam como um corpo rígido com superfície
deformável (apelidadas de "CLUMP").
A modelação baseia-se na aplicação da lei do movimento às partículas, e na aplicação da lei
da força-deslocamento aos contactos. Desta forma a posição e velocidade de cada partícula
é determinada através da segunda lei de Newton uma vez conhecidas as forças atuantes. Por
outro lado a lei da força-deslocamento é utilizada para relacionar o conjunto de forças a atuar
num corpo com o movimento relativo do corpo em relação aos corpos vizinhos, [26].

















Figura 3.1: Ciclo genérico de cálculo, adaptado de [28]
Quando a deformação global do sistema físico for causada maioritariamente pelo movimento
das partículas nas interfaces, rotações e escorregamentos e não pela deformação das
próprias partículas, deverá ser aceite o pressuposto da rigidez das partículas. Segundo
Micaelo [29] um estudo conduzido por Gethin et al. [30] uma interpenetração até a um limite
de 10% não afecta a análise cinemática enquanto para Nazer [31] valores aceitáveis poderão
atingir uma interpenetração de 20%.
Apesar de ser um software destinado a materiais granulares, o comportamento de um corpo
contínuo pode ser simulado, através de uma assembleia compacta de muitas partículas de
dimensão reduzida. As quantidades médias de tensão e extensão podem ser obtidas através
de círculos de medição no qual simulam uma área de medição representativa do sistema.
É de notar que, para além de partículas, o PFC2D pode moldar "paredes"na qual poderão
ser definidas condições fronteira a um ensaio ou aplicar velocidades com intuito de simular
ensaios destinados a compressão ou confinamento. Uma partícula interage com qualquer
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outra partícula ou parede, o contacto parede-parede não é possível.
3.2.1 Ciclos e passo de cálculo mecânico
O ciclo de cálculo utilizado pelo PFC2D consiste na aplicação de algoritmo que de forma
consecutiva, aplica a lei do movimento a cada partícula e da lei da força-deslocamento a cada
contacto, criando um ciclo de cálculo demonstrado na Figura 3.2.
Figura 3.2: Ciclo de cálculo do PFC2D, adaptado de [26]
A lei do movimento (2ª lei de Newton) é aplicada para cada partícula para actualizar a
velocidade e posição com base na força e momento resultantes das forças de contacto e
inércia a actuar na partícula. A posição das paredes é também actualizada com base nas
velocidades destas.
Lei da Força-Deslocamento
A lei é aplicada aos contactos partículas-partículas e partícula-parede, sendo descrita em
termos de um ponto de contacto x[C]i pertencente ao plano de contacto definido pelo vector
ni, estando representado na Figura 3.3
É na área de interpenetração dos dois elementos que se encontra o ponto de contacto, no
caso de contacto particula-partícula o ponto de contacto está na linha que liga os centros das
partículas (ver Figura 3.3). De acordo com a expressão 3.1 a força de contacto é decomposta
3.2. PARTICLE FLOW CODE IN TWO DIMENSIONS - PFC2D 33











Figure 1.2 Notation used to describe ball-ball contact
PFC2D Version 2.0
Plano de contacto
Figura 3.3: Notação utilizada para descrever o contacto partícula-partícula, adaptado de [26]
numa componente normal (Fni ), que actua na direcção do vector normal, e uma componente
de corte (F si ), que actua no plano do contacto. A lei da força-deslocamento combina as duas
componentes da força com o respectivo deslocamento relativo através da rigidez de contacto







Fi - Força não equilibrada na partícula;
Fni - Força de contacto normal;
F si - Força de contacto de corte
A força de contacto normal é calculada através da expressão 3.2
Fn = Kn × Un (3.2)
sendo Kn o módulo de rigidez normal definido com base no modelo de contacto definido e Un
o valor total do deslocamento;
O módulo de rigidez normal, Kn, é um módulo secante e é definido com base no modelo de
contacto definido, por sua vez o módulo de rigidez ao corte, Ks, é um módulo tangente e como
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tal relaciona a força com o deslocamento incremental em cada passo de cálculo. Num instante
inicial à criação do contacto as forças actuantes são nulas. A um incremento de passos de
cálculo cada deslocamento de corte relativo,∆U s, existente originará um incremento da força
de corte,∆F s, fazendo com que a força de contacto de corte, F s, corresponda ao somatório
de cada incremento de força de corte, ∆F s.
∆F s = −F s + ∆F s (3.3)
∆F s = −Ks ×∆U s (3.4)
Lei do movimento - 2ª Lei de Newton
O movimento de uma partícula rígida é determinado pela força e momento resultantes
actuando sobre ela, e pode ser dividido em dois movimentos: movimento de translação de um
ponto da partícula ou por um movimento de rotação da partícula. O movimento de translação
do centro de massa da partícula é descrito pela posição xi, velocidade ẋi e aceleração ẍi,
enquanto o movimento de rotação wi é descrito pela velocidade angular ẇi e aceleração
angular ẅi.
A equação para o movimento de translação, na forma vectorial, sem amortecimento, é dada
pela expressão 3.5.
Fi = m× (ẍi − gi) (3.5)
em que :
Fi - Soma das forças externas aplicadas na partícula;
m - Massa total da partícula;
Ẍi - Aceleração da partícula;
gi - Aceleração da gravidade.
A equação do movimento de rotação, na forma vectorial, para partículas esféricas ou
cilíndricas, é descrita pela expressão 3.6:
M3 = Iẇ3 = (βmr
2)ẇ3 (3.6)
em que:
M3- Momento total aplicado na partícula (de notar que no PFC2D usa-se apenas uma
componente do momento);
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I- Momento de inércia;
ẇ3 - Aceleração angular da partícula;
β - Coeficiente que traduz a forma da partícula (considera-se 2/5 para esférica e 1/2 para
cilíndrica);
r - Raio.
As equações do movimento, dadas pelas expressões 3.5 e 3.6, são integradas utilizando o
método das diferenças finitas centradas, com um passo de cálculo δt. Os parâmetros ẇi e
wi3 são calculados para cada intervalo de t ± n∆t/2, e os parâmetros xi, ẅi, Fi e M3 são
calculados para os instantes finais ou iniciais do intervalo t± n∆t.
A lei do movimento não é aplicável a paredes. A nova posição das paredes e determinada com
base nas velocidades impostas pelo utilizador, que não sofrem alteração devido a interaação
com os restantes elementos.
Tal como anteriormente frisado, as equações do movimento são integradas usando um
algoritmo de diferenças centradas. Durante o passo de cálculo assumem-se a velocidade e
a aceleração como constantes . Deste modo o valor terá de ser baixo para que os erros não se
propaguem para alem das partículas vizinhas em análise. Generalizando ao sistema global, o
procedimento necessita que o passo de cálculo seja adequado às dimensões e propriedades
em análise, ou seja menor que o valor crítico , para que as soluções encontradas mantenham
a estabilidade.
O PFC2D estima o passo de calculo critico no início de de cada ciclo. Por segurança este
define o passo de cálculo como uma percentagem do crítico estimado. Tendo em consideração










desta forma, T representa o período da mola, k a rigidez da mola e m a massa.
No que concerne a um sistema composto por infinitos sistemas simplificados, o menor período
ocorre quando as massas se deslocam em movimentos opostos sincronizados com valor nulo
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3.2.2 Modelos constitutivos de contacto
Tal como frisado nas considerações da lei da força-deslocamento, em cada ciclo as forças
normais e de corte são determinadas com base na rigidez e nos deslocamentos. A rigidez,
normal e de corte, é função do modelo de contacto definido pelo utilizador. Neste trabalho
foram utilizados dois modelos de contacto distintos disponíveis no PFC2D, sendo:
• Modelo de Contacto Elástico Linear;
• Modelo de contacto aderência paralela;
Modelo de Contacto Elástico Linear
No modelo de contacto elástico linear considera que actuam duas molas em série no
contacto, seja para contactos partícula-partícula ou partícula-parede, obtendo-se as seguintes

















































identificam as duas entidades de contacto.
Modelo de deslocamento bi-linear
O modelo de deslocamento bi-linear descreve o comportamento das ligações em regime
elástico, e representa a deformação plástica através da linearidade do seu segundo tramo,
suavizando a força de contacto após atingir a sua tensão máxima. O presente modelo tem as
seguintes propriedades: sofknc que representa a rigidez normal em compressão; sofknt que
representa a rigidez normal em tacção; sofks rigidez de corte; sofftmax Força resitente normal,
(Fnc ); soffsmax Força resitente ao corte, (F sc ); soffric coeficiente de atrito; sofrfric coeficiente
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de atrito residual; sofuplim deformação plástica acumulada, para o qual o tramo descendente
tende para 0.
4 - 20 FISH in PFC
rfrics residual friction coefficient
uplim accumulated plastic displacement for which the bond strength softens to zero (see
Figure 4.1), Upmax
broken = 1.0 if the strengths, Fkc , (k = n, s) have reduced to zero.
In addition, the following “properties” record the state of the model but cannot be set by the user:
uplas currently accumulated plastic d splacement (see Figure 4.1), Up






Figure 4.1 Strength softening curve
If the contact is in tension, the contact strength Fmax is calculated from the two strength parameters
(i.e., Fnc and F sc ) as a function of the current orientation of the contact force. It is assumed that








where ! is the angle between the directions of the contact force and the line segment connecting the




Fn2 + F s2
PFC2D Version 2.0
Figura 3.4: Modelo bi-linear, [26]
No PFC2D, as tensões nos contactos com o modelo de deslocamento bi-linear, são tomadas












onde R1 e R2 são os raios das duas partículas em contacto e t é a dimensão fora do plano
(largura). Em puras condições esforço normal simples ou de corte simples, a ligação começa
a ceder quando a força excede a força máxima e a rotura só acontece quando a energia de
fratura é atingida. Na situação de fractura III, a força resistente da ligação, Fmax, é calculada
a partir dos dois parâmetros de resistência (Fnc e F sc em unidades de força) em função da










· F sc (3.14)
onde α representa o ângulo entre as direcções da força de contacto e do segmento de recta
que liga os centros das partículas. O valor da tensão da ligação a cada instante é determinada
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pela comparação da força de contacto daí resultante, ou seja:
F =
√
Fn2 + F s2 (3.15)
com a força de contacto. Assim sendo a ligação quebra quando:
F > Fmax (3.16)
O deslocamento plástico máximo,Upmax é calculado a partir dos deslocamentos nas direcções
normais e de corte. Em cada passo computacional, os incrementos normais e de corte













quando o deslizamento plástico é atingido:
∑
|∆Up| → Upmax (3.19)




· σn · Unp +
1
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∑∣∣∆Unp ∣∣+ 12 · σs ·∑∣∣∆U sp ∣∣ (3.20)
σn e σs são as tensões normais e de corte da ligação, quando ocorre o rotura, ou seja, as
equações. (13) e (14) estão satisfeitos.
3.2.3 Critérios de rotura
Modelo de Mohr-Coulomb ou deslizamento
O modelo de Mohr-Coulomb é o critério predefinido no PFC2D para a resposta do contacto à
força de corte e normal. Deste modo, a força máxima de corte que o contacto permite, provem
da equação 3.21 :
F smax = µ
∣∣∣ Fni ∣∣∣ (3.21)
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em que:
µ - coeficiente de atrito;
Fni - força de contacto normal.
Para uma da força de corte que exceda a máxima força de corte admissível implica que haja
escorregamento e a força máxima de corte assumirá o valor da força calculada na expressão
3.21.
Modelos de contacto com aderência
O PFC2D permite que as partículas sejam ligadas através de um conjunto de contactos. O
software apenas suporta dois modelos de ligação:
• Modelo de aderência pontual;
• Modelo de aderência paralela;
Modelo de aderência pontual
No modelo de aderência pontual o contacto acontece num ponto infinitesimal permitindo a
transferência apenas de uma força, enquanto no modelo de aderência paralela o contacto
actua sobre uma área (secção circular ou rectangular) existente entre as partículas, sendo que
neste caso é possível haver transferência de uma força e um momento.
O Modelo de aderência pontual e o Modelo de aderência paralela podem actuar em conjunto,
mas nestes casos a presença da "aderência pontual"inactiva o modelo de escorregamento.
O modelo aderência pontual pode ser entendido como um par de molas elásticas com rigidez
normal e de corte constantes actuando no ponto de contacto, sendo este modelo definido
pelas forças máximas resistentes. Se o valor da força de contacto normal exceder (tracção) a
força máxima resistente o contacto quebra e as forças de corte e normal assumem o valor
nulo, por outro lado se a força de corte igualar ou exceder a força resistente ao corte o
contacto quebra, no entanto as forças mantém-se caso a força de corte não exceda a força
máxima de Mohr-Coulomb e a força normal seja de compressão. Na Figura 3.5 é apresentado
graficamente o comportamento para este tipo de aderência, sendo que Fn é a força normal
(Fn > 0, indica tracção), Un é o deslocamento relativo normal (Un > 0, indica sobreposição de
partículas), Fn é a força de corte, e o U s deslocamento de corte total medido relativamente à
posição do ponto de contacto quando este teve inicio.
Modelo de aderência paralela
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2 - 6 Theory and Background
The constitutive behavior relating the normal and shear components of contact force and relative
displacement for particle contact occurring at a point is shown in Figure 2.1. At any given time,
either the contact-bond model or the slip model is active. In this figure, Fn is the normal contact
force, where Fn > 0 indicates tension; Un is the relative normal displacement, where Un > 0
indicates overlap; F s is the magnitude of the total shear contact force; and Us is the magnitude of
the total shear displacement measured relative to the location of the contact point when the contact
bond was formed. Note that an additional force and momentmay also be acting, as well as the force




































(b) shear component of contact force
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(b) shear component of contact force







modelo de "adesão pontual"
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( ) componente d corte da força de contacto
Figura 3.5: Comportamento de um contacto com m delo “aderência pontual”, [26]
O modelo de aderência paralela pode ser simulado como um conjunto de molas elásticas
com rigidez normal e de corte constantes, uniformemente distribuídas por uma área definida
(secção transversal circular ou rectangular) pelo plano de contacto e centrada no ponto
de contacto. O modelo de aderência paralela representa o comportamento das partículas
ligadas por um material cimentício depositado entre as partículas, conforme exemplificado na
Figura 3.6. A existência de um modelo de aderência paralela não exclui a possibilidade de
escorregamento.
Após a criação de um modelo de aderência paralela, havendo um movimento relativo no
contacto é desenvolvida uma força e ou um momento no modelo de aderência paralela que
liga as partículas. Esta força e momento actuam sobre as duas partículas ligadas e podem ser
relacionadas às tensões máximas normais e de corte, σ̄c e τ̄c respectivamente. Se qualquer
uma destas tensões máximas exceder a força da ligação correspondente, ocorre a quebra da
aderência paralela.
A força e o momento total associados a este tipo de aderência são denotados por F̄i e M̄3,
com a convenção demonstrada na Figura 3.6. O vector de força pode ser dividido nas suas
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em que, F̄ni e F̄
s
i representam as componentes normais e de corte. A componente normal do
vector da força pode ser expresso através de:
F̄ni = (F̄jnj)ni = F̄
nni (3.23)2 - 8 Theory and Background
Figure 2.2 Parallel bond depicted as a finite-sized piece of cementatious ma-
terial
PFC2D Version 2.0
Figura 3.6: Representação de um contacto com aderência paralela activa, [26]
Assim sendo, quando a ligação é criada, F̄i e M̄3 são iniciados com valor nulo, e como
referido anteriormente a cada deslocamento relativo ou incremento na rotação resultará num
incremento da força elástica e no momento que é adicionado aos valores correntes, sendo tais
incrementos calculados durante o passo de cálculo ∆t da seguinte forma.
∆F̄ni = (−k̄n∆U i)ni ∆F̄ si = −k̄sA∆U i com ∆Ui = Vi∆t (3.24)
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No caso de contacto partícula-partícula, ni representa o vector normal unitário que define o





















i a posição dos vectores no centro das partículas, e d é a distancia entre os































O incremento do momento elástico é calculado através de:














A - é a área da secção transversal da ligação;
I - é o momento de inércia da secção transversal sobre o eixo através do ponto de contacto
na direcção de ∆θ3.
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em que, a área e a inércia, A e I respectivamente são dados por:
A =
πr̄2 (seccão transversal circular)2r̄t (seccão transversal rectangular) (3.31)
I =
14πr̄4 (seccão transversal circular)2
3 tr̄
3 (seccão transversal rectangular)
(3.32)
Assim sendo se a tensão de tracção aplicada, ultrapassa o valor da tensão normal máxima
(σmax > σ̄c) ou a tensão de corte aplicada exceder a tensão de corte máxima (τmax > τ̄c), a
aderência paralela é quebrada.
3.2.4 vantagens e limitações do PFC2D
Abbas [32], resumiu algumas das vantagens de um modelo desenvolvido no PFC2D, alguns
dos quais aqui são descritos: Poderão ser modelados problemas estáticos ou dinâmicos; não
existe limite de deslocamentos, deformações tendo a capacidade de modelar a interacção de
milhares de partículas; em consequência dos elementos modelados serem constituídos por
partículas circulares para além da redução do tempo de cálculo e da memória computacional,
este tipo de formato facilita a a detecção de contactos entre partículas ao invés das partículas
angulosas.
Ao invés de [32], Micaelo [29] apontou algumas limitações embora sejam comuns aos modelos
MED, sendo que tais limitações são orientadas para o facto de que sendo as análises do
PFC2D a duas dimensões a força e os momentos relativos ao plano normal do plano de análise
não serem considerados na lei do movimento e na lei da força-deslocamento, contrariamente
ao que acontece nos modelos de base contínua em que se considera que existe um estado de
tensão ou extensão plano nesse plano.

Capítulo 4
Modelação do FRP e da ligação
FRP-substrato
4.1 Introdução
O presente Capítulo tem como objectivo reproduzir o comportamento mecânico do compósito
de GFRP quando solicitado à tracção. Para o efeito os modelos foram compostos com os
resultados experimentais de Biscaia [1]. As assembleias de partículas foram criadas com o
intuito de serem estáveis, equilibradas e de forma a garantir as dimensões dos provetes em
análise.
No decorrer do presente capítulo, apresentam-se as velocidades e passo de cálculo adoptadas
para a modelação das cargas transmitidas ao compósito de GFRP e as micro propriedades
necessárias para obtenção dos resultados para posterior uso no estudo da ligação do
compósito de GFRP a um substracto rígido. A modelação foi realizada utilizando um modelo
de contacto com Adesão paralela e uma velocidade constante nas extremidades do provete.
Na secção 4.2 são descritos todos os procedimentos utilizados para o ensaio de tracção
do compósito de GFRP bem como os resultados obtidos. Na secção 4.3 são descritos os
procedimentos e características do processo de descolamento quando a técnica de reforço
EBR é aplicada, a criação do modelo numérico e apresentação dos seus ensaios, ficando
desta forma para a secção 4.4 a análise dos resultados obtidos dos ensaios de tracção ao
compósito de GFRP e da ligação compósito de GFRP - substracto rígido.
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4.2 Propriedades mecânicas do GFRP
Para a criação das assembleias de partículas que compõem o compósito de GFRP,
que recebem a devida explicação nos próximos subcapítulos, foram utilizados os dados
geométricos e características macro mecânicas de provetes e materiais analisados
experimentalmente por Biscaia [1]. Conforme descrito no Capítulo 2, os compósitos de
GFRP consistem em fibras de vidro impregnadas por uma resina epoxídica (matriz), sendo
a fibras, o material que concede as elevadas resistências dos compósitos para além da sua
leveza.
Não sendo conhecidas as proporções utilizadas na elaboração do compósito de GFRP, não foi
possível reproduzir um modelo similar através do MED.
Em vez disso, assumiu-se o comportamento final do material onde as propriedades mecânicas
do compósito foram obtidas a partir de ensaios à tracção. Quatro provetes com dimensões
médias de 25 × 150 × 80mm e espessura de 2, 54mm, sendo a espessura referente a duas
camadas de fibra com espessura nominal de eG = 1.27mm. Os ensaios foram realizados a
uma velocidade de 2mm/min e a medição da extensão do provete nos 40mm centrais.
A tabela 4.1 representa os valores obtidos por Biscaia [1].
Tabela 4.1: Caracterização dos provetes planos [1]
































GFRP-REF-02 2.20 507.5 23.09
GFRP-REF-03 2.14 551.1 25.78
GFRP-REF-04 2.22 509.9 22.96
Sendo, ε(1)f a extensão máxima, ε
(2)
fm a extensão máxima média, f
(3)
f a tensão resistente, f
(4)
fm
a tensão resistente média, E(5)f o módulo de Young e E
(6)
fm o Módulo de Young médio.
4.2.1 Geração dos provetes numéricos
A disposição das partículas que compõem as assembleias com geometria regular poderão
ter vários padrões (padrão regular linear, padrão regular hexagonal, padrão aleatório).
Os modelos numéricos analisados têm uma estrutura regular linear com uma camada,
quadrangular com 2 camadas e o hexagonal com 3 camadas (Figura 4.1).






























Tensão normal resistente,  
'
'
'Figura 4.1: Diferentes geometrias analisadas
Tendo em conta a geometria regular dos provetes virtuais analisados, o diâmetro e o número
de partículas foram idealizados de forma a coincidir com as dimensões reais de espessura
e largura dos provetes experimentais. O número de partículas foi calculado em função do





em que np é o número de partículas, L o comprimento do provete eD - diâmetro das partículas.
A Tabela 4.2 apresenta as dimensões dos provetes modelados.















50.80 80 2.54 2.54 20
2 linhas
quadrangular
50.80 80 2.54 1.27 40
3 linhas
hexagonal
49.29 80 2.54 0.93 162
Sendo que bf é a largura e e a espessura do provete.
Salienta-se, que pese embora, na óptica do utilizador do programa, sejam visíveis apenas
partículas circulares por se tratar de um plano 2D,veja-se a Figura 4.1, o que efectivamente
48 CAPÍTULO 4. MODELAÇÃO DO FRP E DA LIGAÇÃO FRP-SUBSTRATO


































Figura 4.2: Disposição das partículas num plano 2D, plano do PFC2D, e prespectiva 3D
representativa da profundidade das partículas.
4.2.2 Definição dos provetes e do modelo de contacto
A ligação entre partículas foi estabelecida através do modelo de adesão paralela, sendo o seu































Figura 4.3: Comportamento constitutivo do compósito de GFRP.
O modelo de adesão paralela é constituído pelas cinco micropropriedades que se en
enumeram: Rigidez normal e de corte,respectivamente K̄neK̄s (tensão/deslocamento), tensão
normal e de corte, respectivamente σ̄n e τ̄c (tensão), e o raio de ligação R̄.
Numa fase inicial, os únicos parâmetros desconhecidos são a rigidez normal (k̄n)e rigidez de
corte (k̄s). De forma a reduzir as micropropriedades a serem calibradas, os valores as rigidezes
normal e de corte das ligações terão o mesmo valor (K̄n = K̄s), assim como os valores da
tensão normal e tensão de corte da ligação (σ̄n e τ̄c).
Desta forma, os processos iniciais de calibração para a totalidade dos provetes virtuais, foram
efectuados tendo em conta os valores representados na Tabela 4.3.
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Tensão normal e de corte da ligação
[Pa]
5, 139× 108 5, 139× 108 5, 139× 108
Rigidez normal e de corte da ligação
[N/m]
1× 1013 1× 1013 1× 1013
Raio da ligação [m] 1 1 1
4.2.3 Simulações numéricas e validação do compósito de GFRP
Em relação aos aspectos anteriormente considerados (dimensões e micropropriedades),
é necessário definir também a velocidade aplicada aos provetes conjugada com o passo
de tempo crítico afim de recriar o ensaio de carregamento uniaxial à tracção realizado
laboratorialmente por Biscaia [1].
Estabelecem-se em primeiro lugar uma aproximação ao valor do passo de tempo crítico,tcrit,
sendo o estudo deste pormenor fundamentado pelo elevado valor da rigidez de ligação entre
partículas (K̄n ' 1e13[N/m]), referido na Tabela 4.3, e a massa atribuída às partículas, (ρ =
2550 kg/m3) [33].






Em que que m é a massa das partículas e k a rigidez
Os valores de passo de cálculo crítico, tcrit, assumidos ao longo deste trabalho encontram-se
no intervalo de 1e−9 a 1e−11 segundos, pois são mais precisos que os valores obtidos pela
primeira aproximação.
Para uma que seja obtida uma boa aproximação do comportamento constitutivo global do
compósito de GFRP ao verificado experimentalmente, foram estudados vários valores de
velocidade para que a distribuição de tensões e extensões ao longo do provete ocorra
com a maior regularidade. Os provetes lineares não necessitam que qualquer restrição
(Figura 4.4 (a) e (b)). Por outro lado, no provete com estrutura hexagonal (Figura 4.4 (c)),
havendo ligações diagonais à direcção de aplicação da carga, verificam-se a existência de
rotações e deslocamentos transversais à aplicação da carga no decorrer do ensaio numérico.
Assim sendo, e de forma simplificativa, restringiu-se o deslocamento vertical e a rotação nas
partículas em que foi aplicada a carga.





































































(b) Carregamento da estrutura regular


































(c) Carregamento da estrutura regular
hexagonal com 3 linhas
Figura 4.4: Descrição dos provetes submetidos ao ensaio de tracção
Deste modo, refira-se que vários valores de rigidez das ligações entre partículas que
compõem os vários provetes, foram considerados afim de calibrar os modelos. Os ensaios
de calibração foram efectuados a uma velocidade de υ = 0.1m/s e um passo de cálculo critíco
de tcrit = 1e−11 s até encontrar a melhor solução, apresentando alguns dos valores na tabela
4.4.






















As velocidades dos ensaios variam entre 0,05 a 2 m/s com um passo de tempo critico de
1e−11s, sendo de notar que a extensão e tensão da fibra virtual foi determinada unicamente
pelas micropropriedades da ligação, pelo que a rotura do compósito de GFRP ocorre se a carga
máxima de tracção for superior à resistência de tracção da ligação (σ̄n) entre duas partículas.
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Assim a tensão da ligação, (σ̄n), foi idealizada para ser equivalente à tensão máxima medida
nos ensaios de tracção (Tabela 4.1), ao passo que a rigidez da ligação, (K̄n), foi calibrada afim
de obter a relação Tensão/extensão que mais se aproxima aos ensaios reais. A Figura 4.5,
demonstra os resultados obtidos para todos os provetes modelados.
A partir dos gráficos força-extensão da Figura 4.5, é possível verificar que para as velocidades
de carga mais baixas o comportamento é mais regular. Mesmo que, em comparação com
os dados experimentais, os erros relativos encontrados são inferiores a 1, 0% em qualquer
que seja a velocidade. As irregularidades verificadas nos casos das velocidades mais
elevadas deverão ser atribuídas ao facto das tensões não serem uniformemente distribuídas
entre as partículas ao longo do comprimento da placa de GFRP. Assim, nas simulações
realizadas aos modelos apresentados, as velocidades de deformação mais adequada ou de
referência inserem-se no intervalo de 0,05 a 0,10 m/s. Desta forma, os parâmetros assumidos
como ideais ao longo deste capítulo enquadram-se quase sem erro nos valores obtidos
laboratorialmente por [1]. A Tabela 4.5 foi elaborada em forma de resumo sobre os valores
tomados como ideais ao longo de subcapítulo.













σ̄n e τ̄c [Pa]
5, 139× 108 5, 139× 108 5, 139× 108
Rigidez da
ligação
K̄n = K̄s [N/m]
8.84e12 1.76e13 2.30e13
Raio da
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Figura 4.5: Ensaios de tracção dos vários modelos criados no PFC2D
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4.3 Geração e validação do modelo MED - EBR
Com o objectivo de analisar a possibilidade de modelar o processo de descolamento da
interface de um compósito de FRP e um substrato através do Método dos Elementos Discretos
(MED), foram modelados vários ensaios de corte simples.
4.3.1 Considerações do processo de descolamento
O processo total de descolamento sem restrições de deslizamento, para a ligação
FRP-substrato em ensaios de corte simples, é descrito na literatura por um alguns
investigadores [20] [34] As Figuras 5.4 e 5.5 foram elaboradas a título exemplificativo, servindo
de referência para futuras simplificações, etapas e conclusões ao longo deste subcapítulo.
A Figura 5.4 refere-se ao comportamento da interface colada ao longo do processo de
carregamento assumindo uma lei bond-slip bi-linear um comprimento colado Lb mais que o




















































































Figura 4.6: Comportamento da interface colada para uma lei bond-slip bi-linear, Lb ≥ Leff
O processo de descolamento do compósito de GFRP é descrito pela sequência:
• Etapa 1 - refere-se à fase elástica (fase ascendente da lei bond-slip). As tensões de
aderência percorrem o tramo ascendente da lei bond-slip bi-linear, até atingir o seu valore
máximo (ponto A). na extremidade onde é aplicada a carga, sendo que, a força máxima
não é atingida neste tramo.
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• Etapa 2 - À medida que a tensão de aderência percorre o segundo tramo da lei bond-slip,
é possível verificar um aumento não linear da carga aplicada com o deslizamento
até o valor de força máxima, Fmax. Apesar da tensão axial na placa de GFRP
representada na Figura 5.4 (etapa 2) não corresponder à tensão axial máxima aplicada
na extremidade, esta é atingida assim que a carga aplicada atingir o ponto B. Nessa
ocasião, o comprimento efectivo de colagem (Lb = Leff ) é atingido iniciando o inicio do
descolamento do reforço.
• Etapa 3 - A carga máxima transmitida ao FRP, permanece inalterada durante esta fase.
O diagrama de tensões de aderência é totalmente mobilizado para o lado oposto ao
carregamento. No comprimento agora descolado as tensões normais na placa de FRP
têm um valor máximo.
• Etapa 4 - De forma geral a área do diagrama de tensões de aderência começa a diminuir,
fazendo com que o deslizamento no ponto em x = 0 da placa de FRP diminua à medida
que a carga máxima diminui, terminando com o deslocamento igual ao Sult.
A Etapa 4 é fundamentalmente um conceito teórico e designada na literatura por snapback
,[35] [36] [37], uma vez que até aos dias correntes ensaios experimentais que comprovem o
conceito.
A Figura 5.5, refere-se ao comportamento da interface colada para uma lei bond-slip bi-linear
com Lb < Leff .
Sendo o processo de descolamento do GFRP descrito pela sequência:
• Etapa 1 - Esta etapa requer especial atenção, pois alterna consoante o comprimento
colado. Desta forma são descritas duas situações iniciais: (I) no caso particular em que
Lb << Leff as tensões de aderência atingem a extremidade oposta à aplicação da carga
sem que a fase elástica da lei bond-slip seja totalmente percorrida, pelo que as forças e
as tensões máximas são atingidas muito antes de se iniciar o descolamento; (II) no caso
mais geral em que Lb ≤ Leff o comprimento colado é suficiente para que a lei bond-slip
percorra a totalidade do primeiro tramo da lei bond-slip em x = 0mm sem que as tensões
de aderência sejam distribuídas por todo o comprimento colado. Tendo em conta que o
descolamento não foi iniciado em nenhuma das situações a tensão máxima transmitida
à placa de FRP não é atingida nesta etapa para o presente caso.























































































Figura 4.7: Comportamento da interface colada para uma lei bond-slip bi-linear, Lb < Leff
• Etapa 2 - Nesta etapa é atingida certamente a força máxima, podendo o diagrama
de tensões de aderência máximas apresentar duas concavidades ou apenas uma
dependendo do comprimento colado. No caso de comprimentos colados muito curtos
(ver figura 5.5 caso (III)), a força aplicada à placa de FRP atinge o seu máximo assim
que a tensão máxima da interface τmax em x = Lb é atingida, sem que seja iniciado o
processo de descolamento nem atingida a tensão máxima na placa de FRP. No caso
de comprimentos colados próximos do comprimento efectivo da ligação (ver figura 5.5
caso (IV)), a força máxima é atingida e ainda é possível verificar duas concavidades no
diagrama de tensões de aderência, no mesmo instante o descolamento é iniciado na
interface em que a força máxima é atingida. É de notar que em ambos os casos antes de
ser atingir o ponto B, as tensões de aderência em x = Lb apresentam valores diferentes
de zero.
• Etapa 3 - À medida que o comprimento descolado aumenta, o diagrama de tensões de
aderência diminui e a tensão normal ao longo da placa de FRP é menor que a máxima.
Os processos anteriormente descritos são referem-se a uma lei bi-linear e servem de
referência aos ensaios modelados. Pelo que, dependo das leis bond-slip utilizadas, estes
sofrerão alguns ajustes.
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4.3.2 Definição da assembleia de partículas e dos modelos de contacto
O modelo numérico assumido tem um arranjo linear de duas linhas, Figura 4.8, uma linha
superior referente ao compósito de FRP (amarelo) e outra linha inferior referente ao substrato
(azul). A assembleia de partículas concebida, não contempla uma zona exclusiva à aplicação
da carga, pelo facto de que, com uma zona exclusivamente de carga a distribuição de
tensões seria consideravelmente superior nesta zona, proporcionando uma rotura prematura
na zona onde não existe interface colada. Desta forma, e tendo em conta a baixa
velocidade considerada nos ensaios modelados (υ = 0.05 m/s), a não existência de uma zona
exclusivamente para a aplicação de carga não mostrou qualquer efeito negativo no que se
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Figura 4.8: Modelo do ensaio de corte simples com detalhe do modelo MED usado
No que se refere à Figura 4.8, mais precisamente ao modelo usado, as especificações
do compósito de GFRP a nível da geometria são idênticas ao provete linear de uma linha
anteriormente modelado. Por esta razão as ligações adoptadas referentes ao compósito de
FRP têm um modelo de adesão paralela previamente aplicado e calibrado (ver figura 4.9). A
interface colada consiste num modelo de adesão bi-linear disponível no PFC2D (ver figura
4.9).
O desempenho da interface foi modelado utilizando diferentes comportamentos constitutivos
do modelo de contacto e os resultados numéricos comparados com soluções exactas. De
forma simplificativa, o comportamento constitutivo dos contactos entre o FRP e os elementos
do substrato foram elaborados a partir do modelo constitutivo de corte representado na Figura
4.9, na qual as leis representadas na Figura 4.10 foram estudadas.
Os modelos numéricos apresentados ao longo do presente capítulo assumem os seguintes





























































































!"""#$%&'()*$"+,"-./" !""012(*34*$"356)+$"" !""#$%&3)%,7*$"8$94+$"!!"#Figura 4.10: Modelo MED utilizado, com detalhe do comportamento constitutivo das ligação
FRP/substrato.
parâmetros de referência: espessura da chapa de FRP com tf = 2, 54mm, uma largura de
bf = 80mm, comprimento colado de Lb = 250mm e módulo de Young de Ef = 23, 35 GPa. Os
parâmetros para o modelo de adesão paralela são conhecidos e representados na Tabela 4.5.
Os modelos de adesão lineares têm os seguintes parâmetros de referência: τmax = 4, 24MPa
e Sult = 0, 720mm. Para o modelo de adesão bi-linear os parâmetros de referência são:
τmax = 4, 24MPa, Smax = 0, 101mm e Sult = 0, 720mm.
4.3.3 Modelação numérica da técnica de reforço EBR
Tendo em consideração que uma ligação entre um compósito de FRP e um elemento estrutural
caracteriza-se na sua essência pela capacidade de aderência da interface ao longo do
comprimento colado, é de interesse evidenciar algumas das relações de equilíbrio na qual
permitem validar do modelo realizado segundo o MED. Ao efectuar uma análise isolada
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das tensões de aderência ao longo da interface, ou seja, assumindo que as tensões de
aderência actuam isoladamente em relação às tensões perpendiculares da interface a equação






sendo Ef o modulo de Young do compósito FRP; tf a espessura do compósito de FRP; s
o deslizamento; x representa a distância horizontal desde o ponto de aplicação da carga ao
pontox = Lb; e τ(s) a tensão de corte definida pela lei bond-slip utilizada. É de referir que a
Equação 4.3, tem várias soluções exactas se se recorrer a leis lineares simples(Figura 4.10),
podendo estas soluções ser comparadas com os resultados numéricos. Independentemente












onde F é a força aplicada na extremidade da placa de FRP; Af é a área da secção transversal
da placa de FRP e Lb é o comprimento colado.
Como anteriormente referido, o conceito teórico snapback não foi representado no presente
trabalho, sendo várias as razões para a não consideração deste efeito: por um lado,
por se tratar de uma fase de validação e compreensão do MED quanto à estimativa do
comportamento da interface até que a carga máxima (Fmax) seja atingida. Por outro
lado, este efeito final do processo de descolamento é teórico, não tendo sido observado
experimentalmente. Em conformidade com o que foi anteriormente referido, assumindo-se
uma análise isolada das tensões de aderência, a força transmitida à placa de FRP é




τ(x) · bfdx (4.6)
Experimentalmente, o deslizamento, pode ser determinado de várias formas. Se for calculado
através de extensómetros colados ao longo de Lb, o deslizamento para x = 0 é obtido de
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acordo com:
s(x) = s(xi+1 −
(εi+1 − εi)
(xi+1 − xi)
· (xi+1 − x)
2
2
+ εi+1 · (xi+1 − x) (4.7)
onde x representa o eixo paralelo ao comprimento colado (ver Figura 4.8), (xi+1 − xi) a
distância entre extensómetros consecutivos e (εi+1 − εi) é a extensão entre extensómetros
consecutivos. A monitorização da força no decorrer de um ensaio no PFC2D pode ser
monitorizada de duas formas: monitorização da força entre as duas primeiras partículas da
placa de FRP ou somando as forças de aderência ao longo da placa de FRP.
Se as duas monitorizações forem feitas, ambas deverão representar os dois termos do primeiro
membro da Equação 4.8, onde ∆ representa o erro obtido. Os valores de ∆ não são
representados mas como se poderá observar pelas Figuras 4.11 a 4.13, os erros obtidos são
muito baixos.
εf · Ef ·Af −
∫ Lb
0
τ(x) · bfdx = ∆ (4.8)
Nos subcapítulos que se seguem, são representados os exemplos numéricos produzidos
através do PFC2D, e são comparados na sua maioria com valores de Biscaia et al. [35].
Bond-slip rígido-plástica
A lei bond-slip rigido-plástica representa a primeira tentativa de validação do modelo. De
acordo com [35], a solução da Equação 4.3 é:
s(x) =
1




· x2 − F · x+ F · a−








τmax · bfdx (4.10)
então a corresponde ao comprimento colado onde as tensões de aderência são diferentes de





60 CAPÍTULO 4. MODELAÇÃO DO FRP E DA LIGAÇÃO FRP-SUBSTRATO
Considerando a fixação das partículas do substrato no modelo PFC2D, e assumindo que as
extensões no substrato são nulas, pode-se obter as soluções exactas das tensões longitudinais




· (τmax · bf · x− F ) (4.12)
A Figura 4.11 representa a comparação dos valores obtidos numericamente, com as soluções
acima descritas. O modelo numérico consegue estimar com grande aproximação a solução
exacta, demonstrando desta forma a ligação FRP/ substrato com uma lei rígido-plástica pode
ser modelada através do PFC2D.
Na figura 4.11, é também particularizado a relação Fmax/F Tmax vs. Leff/LTeff , os valores
teóricos podem ser definidos de acordo com [35]:
F tmax = bf ·
√
2GIIF · Ef · tf (4.13)
e o comprimento efectivo teórico definido por:
Lteff = sult ·
√
2 · Ef · tf
GIIF
(4.14)





No gráfico Fmax/F tmax vs Lb/Lteff , os valores numéricos são ainda comparados com os

























O PFC2D mostrou que as forças máximas na ligação FRP/substrato com Lb < Leff são
inferiores aos propostos por Neubauer e Rostásy [42] e por Teng et al. [43].
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Solução numérica ( ) 
Neubauer e Rostásy,   Teng et al.,   
Solução exacta**  
*
**
Figura 4.11: Desempenho da da ligação FRP-substrato para uma lei bond-slip rígido-plástica
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Bond-slip linear ascendente
A lei bond-slip linear ascendente é agora assumida na modelação. Nesta, os parâmetros de
referência assumidos são: τmax = 4, 24MPa, Smax = 0, 101mm. De acordo com [35], a solução
da Equação 4.3, é:
s(x) =
F
α1 · Ef · bf · tf






smax · Ef · tf
(4.19)
Particularmente nesta solução, os valores exatos apresentados por Biscaia et al. [35],
sobrestimam os valores do comprimento de ligação efectivo teórico (LTeff ), onde o autor
assume tanh(4) ≈ 1, que traduz valores mais conservadores em relação ao valores numéricos
obtidos. Desta forma foi assumido tanh(2) ≈ 1, e a Equação 4.14 define o comprimento
efectivo teórico.
Uma vez mais, consideram-se a fixação das partículas do substrato no modelo PFC2D, e
por desconsideração da extensão no betão por parte de [35], podemos obter analiticamente




· sinh (α1 · x− α1 · Lb)
sinh (x1 · Lb)
(4.20)




· cosh (α1 · x− α1 · Lb)
sinh (x1 · Lb)
(4.21)
Para o presente caso, a Figura 4.12 mostra a comparação entre os valores obtidos
numericamente e as soluções exactas. É possível notar novamente que o modelo numérico
consegue representar novamente a solução exacta descrita por [35] com grande precisão.
Para a lei em análise, no gráfico de Fmax/F tmax vs. Lb/Lteff na figura 4.12 é possível observar
valores numéricos menos conservativos do que os valores propostos por Neubauer e Rostásy
[42] e por Teng et al. [43].
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Solução numérica ( ) 
Neubauer e Rostásy,   Teng et al.,   
Solução exacta*  
*
**
Figura 4.12: Desempenho da ligação FRP-substrato para uma lei bond-slip linear ascendente
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Bond-slip rígido linear descendente
Neste caso, uma lei bond-slip linear descendente foi assumida. De novo, de acordo com [35],
a solução da Equação 4.3, para esta lei é:
s(x) =
F
α2 · Ef · bf · tf






sult · Ef · tf
(4.23)
em que a representa todo o comprimento de ligação onde as forças de aderência são não







α2 · Ef · bf · tf · sult
)
(4.24)










Para a lei linear descendente, a Figura 4.13 mostra a comparação dos valores obtidos
numericamente com as soluções exactas, e na qual se mostra modelo numérico representa,
com elevada aproximação, a solução exacta descrita por [35]. Pode afirmar que o PFC2D
consegue estimar a ligação FRP/substrato assumindo uma lei linear descendente. O gráfico
Fmax/F
t
max vs. Leff/Lteff da presente análise, mostra que os valores normalizados estão
compreendidos entre os valores propostos por Neubauer e Rostásy [42] e por Teng et.al. [43]
apesar de mais próximo dos valores de [43].
Bond-slip bi-linear
Relembre-se que os modelos de contacto disponíveis no PFC2D [26], baseiam-se unicamente
em leis lineares e bi-linear. São vários os investigadores que analisam o comportamento
FRP-substrato baseados em leis bond-slip bi-lineares [19, 20, 41, 42], ao passo que outros
autores utilizam leis não lineares especialmente baseadas na formula de Popovics [44], ou leis
bond-slip exponenciais baseadas nas leis bond-slip de [6, 40]. Foram assumidas não lineares



























































































Comprimento colado,  (mm) Comprimento colado,  (mm) 










Solução numérica ( ) 
Neubauer e Rostásy,   Teng et al.,   
Solução exacta,   
) )
)
Figura 4.13: Desempenho da da ligação FRP-substrato para uma lei bond-slip linear
descendente
de forma a aproximar a Lei bi-linear (Equação 4.26), às leis encontradas na literatura, e.g.
[6, 44, 40], permitindo realizar uma análise da ligação FRP/substrato mais próxima do que
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acontece na realidade.
Relativamente à fórmula de Popovics [44], o parametro n, representa uma constante de análise
preliminar, pela qual num estudo levado a cabo por Nakaba et al. [45], o autor aconselha que
na inexistência de dados de análise preliminar, n = 3, 0 será o recomendado para aproximar a
relação bond-slip na interface CFRP-betão. A configuração do modelo bond-slip é semelhante
à formula de Ueda e Dai, [40], e à fórmula Dimande ,[6]. As curvas mostradas na figura 4.14




















































onde a tensão de aderência máxima é dada por:
τmax =
B · εmax2 · Ef · tf
4
(4.30)





onde B é um valor obtido experimentalmente a partir da curva extensão no FRP vs.
deslizamento.























Bi-linear ( ) Referenciada por Diamande,   Bi-linear Popovic s formula,  
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Bi-linear ( ) Referenciada por Dimande,   Popovic s formula (n=3.0),  
















Tensão normal resistente,  
Figura 4.14: Comparação da função bi-linear do PFC2D com diferentes leis bond-slip não
lineares
Analisando os resultados numéricos obtidos (Figura 4.15) a lei bond-slip bi-linear não
apresenta diferenças significativas. As maiores diferenças relativas à curva força aplicada vs.
deslizamento e à curva tensão de aderência vs comprimento colado, devem-se ao facto de que
a parte descendente da lei bi-linear (PFC2D) ter menos declive que as leis em comparação,






A energia de fractura da interface por sua vez, e como mostrado ao longo deste capítulo, tem
influência directa na força máxima:
F tmax = bf ·
√
2GIIF · Ef · tf (4.33)
Ao analisar as relações Fmax/F tmax vs. Leff/Lteff é possível verificar que os erros relativos
encontrados na carga máxima transmitida para a placa de FRP e no comprimento da ligação
efectiva não são tão elevados e, por conseguinte, a lei bond-slip bi-linear pode ser uma boa e
mais fácil alternativa em relação às leis bond-slip não lineares.
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Bi-linear ( ) Referenciada por Diamande,   Bi-linear Popovic s formula,  
Proposta por Dai et al,  Neubauer e Rostásy,   Teng et al.,   
(
((
Figura 4.15: Desempenho da da ligação FRP-substrato para uma lei bond-slip bi-linear
4.4 Análise de resultados
O presente capítulo teve como principal objectivo simular o comportamento mecânico do GFRP
sujeito à tracção, comparando-se os mesmos com os resultados experimentais de Biscaia [1].
O processo de descolamento da interface de um compósito de FRP do substrato colado foi
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modelado através do Método dos Elementos Discretos (MED) e os resultados foram analisados
e comparados com soluções exactas existentes na literatura [6, 40, 44].
Os modelos numéricos permitiram as seguintes análises:
• No que diz respeito à simulação do comportamento mecânico do GFRP, todos os
modelos numéricos descreveram com precisão o comportamento mecânico real do
compósito de GFRP. A velocidade e o passo de calculo critico mostraram-se importantes
para a obtenção de uma correcta distribuição das tensões em todo o comprimento colado.
• Apesar de reproduzir com uma elevada aproximação o comportamento mecânico do
GFRP, o PFC2D mostrou alguma morosidade em concluir os ensaios com maior número
de partículas.
• A modelação numérica do ensaio de corte simples sem restrições de deslocamento
das partículas para o sistema de reforço EBR, foi validada através da comparação dos
resultados numéricos com as soluções exactas obtidas a partir dos modelos bond-slip
lineares. Os resultados numéricos obtidos representaram com elevada aproximação as
soluções exactas;
• A lei bond-slip bi linear disponível no PFC2D provou ser uma aproximação razoável
quando comparada com outras leis bond-slip não-lineares sendo, portanto, uma
alternativa viável em relação a leis bond-slip mais complexas.

Capítulo 5
Modelação da técnica de reforço EBR
com encastramento
5.1 Introdução
No presente capítulo é apresentado e analisado um modelo numérico com um dispositivo
de fixação mecânico colocado numa das extremidades coladas. O colapso prematuro por
destacamento do betão em sistemas de reforço por colagem externa (EBR) sem fixação
mecânica, faz com que a resistência do compósito de FRP não seja alcançada. Os modelos
numéricos simulados distinguem-se entre si pelo comprimento colado, sendo a análise
pormenorizada nos dois seguintes casos: (i) o comprimento colado é igual ou superior
ao comprimento efectivo da ligação (Lb ≥ Leff ); (ii) o comprimento colado é inferior ao
comprimento efectivo da ligação (Lb < Leff ).
5.2 Considerações gerais
Nos casos em que o substrato colado é o betão, o colapso da ligação em sistemas de reforço
por colagem externa (EBR) sem fixação mecânica é caracterizado, frequentemente, pelo
destacamento do betão. De modo, geral as tensões aplicadas à placa de FRP não atingem
metade da sua tensão máxima resistente (ver valores atingidos no Capítulo 4 para as várias leis
bond-slip). No trabalho de Dimande [6], três dos cinco possíveis modos de rotura prematura
relatados pelo autor, devem-se a falhas ocorridas na extremidade do comprimento colado da
placa de FRP. Os possíveis modos de rotura são: rotura por destacamento do compósito na
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extremidade (ver Figura 5.1); rotura por corte na extremidade; rotura por destacamento na
zona de fendilhação por flexão (ver Figura 5.1); rotura por destacamento causado por fendas
de corte; e destacamento causado por desnivelamento planimétrico no betão. A comunidade
científica, e.g.[6], tem sugerido alguns modos para prevenir a rotura prematura na extremidade,


















Figura 5.1: Roturas por destacamento do compósito na extremidade e na zona fendilhada
A Figura 5.2 ilustra a base para a criação do modelo numérico simulado. Para efeitos de
modelação foi considerado que os ensaios numéricos ocorrem na zona compreendida entre
o dispositivo de fixação e a primeira fenda, não existindo desnivelamento planimétrico no
substracto.
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Figura 5.2: Esquema da região de ancoragem do FRP
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5.2.1 Processos de descolamento
O processo de descolamento resultante do uso de um dispositivo de fixação na extremidade
da interface colada com o substracto é descrito para os casos em que: Lb ≥ Leff e Lb <
Leff . Nesta sub-secção, o processo de descolamento é baseado num ensaio de corte simples
conforme representado na figura 5.3.
Duas forças são agora aplicadas sobre a placa de FRP: uma é a carga aplicada (F ), a outra é a
reacção (R) em x = Lb, resultante da restrição imposta pelo apoio nesse ponto. Esta reacção é
insignificante (∼ 0) para as fases iniciais do processo de descolamento, pois o comportamento
da interface FRP-substrato numa fase inicial é similar às situações em que não há restrições
de deslizamento impostas no lado oposto da extremidade da placa carregada e profundamente



















































Figura 5.3: Esquema do ensaio de corte simples com fixação na extremidade
Processo de descolamento com Lb ≥ Leff
Como referido anteriormente, o processo de descolamento para um comprimento colado maior
que o comprimento efectivo, assume uma fase inicial em que o comportamento da interface
FRP-substrato tem um comportamento similar às situações em que não há restrições de
deslizamento. Assim sendo, quando a carga máxima transmitida para ao compósito de FRP
é alcançada inicia-se o descolamento e o campo de tensões de aderência começa a migrar
da região próxima da carga aplicada para a extremidade ancorada. Durante este processo,
a carga máxima transmitida à placa de FRP não aumenta porque o campo de tensões de
aderência é o mesmo e o equilíbrio definido pela Equação 4.6 deve ser respeitado. A novidade
do processo de descolamento vem quando o campo de tensões de aderência chega ao
dispositivo mecânico de fixação colocado em x = Lb. A partir desta fase o processo resultante



















































Figura 5.4: Desempenho da interface com dispositivo de ancoragem na extremidade em
diferentes fases de carga para Lb ≥ Leff
da falha por descolamento é descrito pelo equilíbrio estático das forças ao longo da interface,




τ(x) · bfdx+R (5.1)
Ondo R é a reacção no dispositivo de ancoragem. Assim que as tensões de aderência sejam
diferentes de zero na vizinhança do dispositivo de ancoragem (ver Figura 5.4 - caso (a)), o
processo de descolamento é caracterizado por um aumento da carga aplicada (F ) sobre a
placa de FRP, onde as quantidades obtidas a partir do integral definido na Equação 5.1 começa
a diminuir (ver Figura 5.4 - linha (I)). Com o acréscimo da carga aplicada, o comprimento onde
as tensões de aderência são diferentes de zero torna-se menor do que Leff (ver Figura 5.4 -
caso (b)). No seguimento o descolamento continua até que comprimento colado restante se
deva quase exclusivamente à parte descendente da lei bond-slip (ver Figura 5.4 - caso (c) e
(d)), tendendo o integral definido na Equação 5.1 para zero. Ao mesmo tempo, a reacção (R)
aumentando durante o processo de descolamento do GFRP. Note-se também que a rigidez
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Onde Af é a área da secção transversal da placa de FRP; e Ef é o módulo de Young do
compósito de FRP. Portanto, para um Lb >> Leff , o patamar constante representado na
Figura 5.4 aumenta e por sua vez k diminui. Por outro lado, para Lb = Leff , são observadas
apenas duas etapas, uma vez que o patamar constante deixa de existir porque a ligação não
tem comprimento suficiente para atingir a força máxima.
Processo de descolamento com Lb < Leff
O processo de descolamento para um comprimento ligado mais curto do que o comprimento
efectivo começa da mesma forma que o processo descrito anteriormente, ou seja, para
forças baixas, a reacção R é zero, e durante esta fase do processo de descolamento
assume as mesmas características que o processo de descolamento sem constrangimentos de
deslizamento descritos no Capitulo 4. A partir do instante em que as tensões de aderência são
diferentes de zero na vizinhança do dispositivo de ancoragem, o processo de descolamento
torna-se diferente do descrito anteriormente. Desta forma, dois casos diferentes podem
ocorrer: (i) o Lb < Leff e portanto, o comprimento colado encontra-se numa fase elástica
e numa fase softening (ver Figura 5.5 - caso (a1)); (ii) o Lb << Leff , o comprimento colado
está apenas em fase elástica (ver Figura 5.5 - caso (a2)). Para qualquer um dos casos, a força
máxima transmitida à placa de FRP aumenta com o aumento da carga na reacção. Quando
o deslizamento último (Sult) é alcançado em x = 0 mm dá-se o inicio do descolamento da
interface, aumentando a força transmitida para a placa de FRP. Por sua vez o comprimento
descolado (Ldes) da interface aumenta (ver Figura 5.5 - Caso (b)). Este processo evolui até que
a tensão máxima de aderência é atingida nas proximidades de x = Lb (ver Figura 5.5 - Fase
( c)). A partir daqui, o restante comprimento colado restante deve-se à parte descendente da
lei bond-slip (Lb,sof ). O comprimento colado tenderá para zero, enquanto a carga e a reacção
tenderão para a aumentar, o que significa que a placa de FRP é descolada quase na sua
totalidade do substrato (ver Figura 5.5 - Fase (c)). A fase final do processo de descolamento
é caracterizada por uma tendência da força transmitida à placa de FRP (F ) e a reacção (R)
igualarem a com uma rigidez igual à rigidez axial da placa de FRP (K) anteriormente definida
na Equação 5.2.
Apesar do comprimento reduzido ainda colado no final do processo, dois aspectos são
relevantes realçar: (i) - O ponto x = Lb, o deslizamento é sempre igual a zero (justificado
pelo dispositivo mecânico de fixação), pelo que a tensão de aderência é zero nesse ponto; (ii)











































Figura 5.5: Desempenho da interface com dispositivo de ancoragem na extremidade em
diferentes fases de carga paraLb < Leff .
- o compósito de FRP colapsa antes de atingir valores próximos da sua capacidade resistente
para x ≈ Lb (ver Figura 5.5), fazendo com que a lei bond-slip não seja totalmente percorrida
na zona próxima do dispositivo de ancoragem.
5.3 Modelação numérica
5.3.1 Definição das assembleias de partículas e dos modelos de contacto
A modelação numérica realizada para simular o processo de descolamento do FRP/substrato
com um dispositivo mecânico de fixação numa das extremidades do provete teve um arranjo
linear de duas linhas (ver Figura 5.6). A linha superior referente ao compósito de FRP (amarelo)
e outra linha inferior referente ao substrato (azul). Assim, e de forma a ilustrar os processos
de descolamento discutidos na secção anterior, foram modelados provetes com comprimentos
colados (Lb) de 50, 100, 150, 200 e 250 mm. Para efeitos de modelação, o procedimento
seguido é semelhante ao utilizado no sub-capitulo 4.3.3, sendo que neste capítulo uma das
extremidades é fixa, como se ilustra na Figura 5.6.








Figura 5.6: Esquema do ensaio de corte simples com dispositivo de ancoragem segundo MED.
Os modelos de contacto utilizados estão ilustrados na Figura 5.7, sendo os parâmetros de
referência: espessura da chapa de FRP tf = 2.54 mm, a largura inicial bf0 = 80 mm, e o
módulo de Young é Ef = 23350 MPa, assumindo uma lei bond-slip bi-linear, com os parâmetros
de referência: τmax = 4, 24 MPa; Smax = 0, 101mm e Sult = 0, 720mm. No que concerne
à placa de FRP foi adoptado o modelo de adesão paralela que terá uma rigidez normal e
de corte das ligações K̄n = K̄s = 8.84e12N/m, uma tensão resistente normal e de corte
σ̄n = τ̄c = 5.139e







































Figura 5.7: Esquema do ensaio de corte simples com dispositivo de ancoragem segundo MED.
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5.3.2 Ensaios de arrancamento
Relativamente à velocidade dos ensaios, considerou-se uma velocidade de (υ = 0.05 m/s) e
um passo de cálculo crítico, tcrit = 1e−11 s, evitando desta forma picos de tensões entre
partículas.
Processo de descolamento numérico
A Figura 5.8 mostra os resultados numéricos, no qual, inicialmente como previsto a recção
é insignificante (∼ 0), e os valores da força aplicada e a força de aderência são muito
similares, sendo isto mais evidente com o acréscimo do comprimento colado(Lb). Após esta
fase preliminar é possível verificar que o modelo numérico é consistente e reflecte os valores
esperados pela Equação 5.2, ou seja, com o aumento do comprimento colado, o patamar
constante representativo da mobilização das tensões de aderência tende a surgir, e por sua vez
a rigidez da ligação diminui, diminuindo por sua vez o declive do acréscimo de força aplicada
ao FRP (Fa) e da reacção (R).
Ainda sobre a aproximação do modelo numérico com a Equação 5.2, este valor torna-se
expressivo quando é atingido o início do descolamento (S = 0.720mm), valor que representa
o ponto de inflexão para comprimentos colados inferiores a 240mm. No caso do comprimento
colado ser superior a 250 a concavidade da linha que representa a força aplicada (Fa) tende
em alterar assim que o comprimento colado é menor que o comprimento colado efectivo.
A Equação 5.1, também é contemplada nos modelos numéricos, sendo o equilíbrio estático da
interface garantido pelo modelo numérico em todas as fases do ensaio. Independentemente do
comprimento colado, a tensão de aderência decresce quando o comprimento colado é inferior
ao efectivo, tendendo para valores próximos de zero se se tiver em em consideração os valores
de força máxima.
Por outro lado, a Figura 5.8 mostra ainda que com este tipo de reforço nunca se atinge o
descolamento total da ligação, pelo que a tensão de aderência nunca será zero em todo o
comprimento colado. Dado que os deslizamentos do compósito de FRP nas proximidades do
dispositivo de fixação não percorrerem a totalidade da lei bond-slip, o comprimento final colado








onde εf,u é a extensão máxima de rotura do compósito de FRP e Sult o deslizamento relativo
último da ligação representada.
Desta forma, depreende-se que através dos resultados que o modelo numérico conseguiu
identificar todas as fases do processo de descolamento para este tipo de reforço.

























































































































Força aplicada (Kn) Força na reacção, (kN)  Força de adesão, (kN) 
Força de tracção estimada, (kN)  
Figura 5.8: Processo de descolamento do FRP - substrato para vários comprimentos colados
segundo o MED.
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Análise do processo de descolamento pormenorizada
As Figuras 5.9 e 5.10, ilustram o processo de descolamento para um Lb ≥ Leff com Lb =
250mm e para Lb < Leff com Lb = 100mm, respectivamente.
Análise da distribução de tensões para Lb ≥ Leff .
A descritização do processo de descolamento é efectuada tendo em conta as tensões de
aderência e a tensão longitudinal ao longo da placa de FRP. As figuras realçam as forças
obtidas em quatro etapas da modelação numérica. Ao analisar as tensões de aderência, é
possível entender com maior facilidade algumas das observações efectuadas no sub-capítulo
??, no qual foi previsto um segmento do comprimento colado de aproximadamente 30mm para
o qual a tensão de aderência nunca será zero, por outro lado ambos os modelos mostram
um aumento da força transmitida ao compósito de FRP, o diagrama das tensões de aderência
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Figura 5.9: Diferentes fases do processo de descolamento da interface para Lb ≥ Leff .
Analisando os valores registados na placa de FRP da Figura 5.9 (a) e da Figura 5.10 (b), é
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possível verificar um valor de tensão normal no FRP superior no caso em que Lb < Leff
apesar do descolamento no caso em que Lb ≥ Leff já ter sido iniciado e estando o diagrama
de tensões de aderência na fase de migração para o final do comprimento colado. Em qualquer
etapa de ambos os casos, verificou-se que a Equação 5.1 é respeitada com grande precisão.
Tendo em conta as Figuras 5.9 (d) e 5.10(d)), é de notar que o comprimento da interface com
tensões de aderência diferentes de zero são aproximadamente iguais 30mm, e cujo valor já foi
anteriormente justificado. Ao mesmo tempo, tendo em atenção o valor da força de aderência
e ao valor da força registada no dispositivo de ancoragem, é possivel verificar que a Equação
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Figura 5.10: Diferentes fases do processo de descolamento da interface para Lb < Leff .
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5.4 Discussão e análise de resultados
No presente capitulo foi desenvolvido e analisado o processo de descolamento aquando da
utilização de um dispositivo mecânico de fixação numa das extremidades do FRP.
Após várias simulações dos modelos numéricos permitem as seguintes análises:
• A lei bond-slip bi-linear provou ser uma boa aproximação, mostrando que é viável a sua
utlização para o caso em estudo.
• Os vários modelos numéricos mostraram que o processo de descolamento
FRP/substrato tende para a rigidez do compósito de FRP. Ao aumentar o comprimento
colado a rigidez da ligação do compósito de FRP diminui, apesar deste efeito só ser mais
visível após as tensões de aderência atingirem o dispositivo de fixação mecânico;
• Tal como esperado, os resultados numéricos mostraram que para um Lb ≥ Leff este
tipo solução acrescenta eficiência em relação aos casos em que ambas as extremidades
estão livres, apenas quando o digrama de tensões de aderência atinge a extremidade
oposta ao carregamento do modelo numérico, conseguindo então nas extremidades
fixadas mecânicamente atingir a tensão máxima resistente da parte do compósito de
FRP.
• Nos casos em que Lb < Leff o dispositivo de fixação mecânica mostrou ser eficiente,
pois a força de reacção no dispositivo de fixação mecânica sofre um aumento rápido
para cargas baixas transmitidas para a placa de FRP sem promover o descolamento do
compósito de FRP do substrato colado;
• Dos resultados numéricos, conclui-se que em condições normais a rotura do compósito
de FRP ocorreria a uma distância de pelo menos 30mm (tendo em conta os valores de
referência) relativamente ao dispositivo de fixação mecânico.
Capítulo 6
Análise numérica da ligação
FRP/substrato com largura variável
6.1 Introdução
No presente capítulo, é analisado um sistema alternativo à implementação de dispositivos de
ancoragem mecânicos. Uma análise numérica ao comportamento da interface FRP-substrato
é efectuada quando: (i) a placa de FRP contém uma largura variável em todo o seu
comprimento colado; (ii) a placa de FRP é dividida por um comprimento colado de largura
constante e outro de largura variável.
6.2 Considerações gerais
De forma a prevenir o destacamento do compósito nas extremidades, vários investigadores
têm vindo a desenvolver sistemas de fixação alternativos, e.g. [46, 47]. Alguns dos sistemas
consistem em alargar o compósito de FRP nas extremidades da placa de FRP, conforme se
mostra na Figura 6.1.
Travassos [47], sugeriu a adição de mais camadas de compósito de CFRP nas extremidades
da placa de CFRP como forma de evitar o fenómeno de descolamento prematuro. Em
particular, foram propostas duas técnicas: (i) adição de camadas rectangulares de CFRP que
sobrepõem o reforço principal (ver Fig.6.1(a)), e (ii) fixação de uma chapa metálica sobre
o reforço principal (Fig.6.1(b)). O processo de descolamento da interface FRP-substrato
é analisado numericamente com base na Figura 6.2, onde apenas lei bond-slip linear
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(a) Fixação complementar de compósito de FRP com ângulos diferentes  
(b) Fixação complementar de uma chapa metálica 
Figura 6.1: Sistemas de ancoragem para impedir a descolagem prematura das placas de FRP
com a técnica EBR, adaptado de [47]




































(a) Modelo numérico produzido para o estudo




































(b) Modelo numérico produzido para o estudo
de secções de largura constante mais variável
Figura 6.2: Modelo numérico produzido para o estudo de secções de largura variável
Procurou-se, nas secções seguintes compreender a eficiência e o potencial da aplicação
destes sistemas em situações reais.
6.3 Modelação numérica
6.3.1 Criação das assembleias de partículas e dos modelos de contacto
A simulação do processo de descolamento de uma placa FRP do substrato colado com uma
variação linear ao longo do comprimento colado (Lb,v), terá novamente uma assembleia de
partículas estável assumida anteriormente e ilustrada na Figura 6.3. Os modelos tiveram um
6.3. MODELAÇÃO NUMÉRICA 85
arranjo linear de duas linhas, com a linha superior referente ao compósito de FRP (amarelo) e


























































Figura 6.3: Modelo numérico produzido para o estudo de secções de largura variável
Os parâmetros de referência assumidos para a secção de largura constante são: espessura
da chapa de FRP tf = 2.54 mm, largura inicial bf0 = 80 mm e o módulo de Young Ef =
23350 MPa. Na Lei bond-slip assumiu-se os parâmetros de referência iguais a: τmax = 4.24
MPa e Sult = 0.720mm. Na ligação entre partículas de FRP o modelo de adesão paralela foi
assumido no que concerne à placa de FRP com K̄n = K̄s = 8.84e12N/m, tensão normal e
de corte, respectivamente σ̄n = τ̄c = 5.139e8Pa, e o raio de ligação R̄ = 1. Na Tabela 6.1 os
comprimentos colados utilizados na modelação numérica são:
Tabela 6.1: Ensaios de secção variável e mista modelados PFC2D
ensaios modelados








Secção Variável Descendente 0; 5; 15; 30; 45; 60 0 25; 50; 100; 150;200; 250; 300
secção mista





Os valores referenciados destinam-se à largura inicial de bf0 = 80 mm e dada a dificuldade
de alterar o parâmetro referente à largura das partículas no programa em que é efectuada a
modelação, na zona em que a secção variável linear foi ajustada a rigidez e a tensão resistente
dos contactos à largura efectiva de ligação. O processo é explicado na Secção 6.3.2.
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6.3.2 Modelos de contacto nas secções de largura variável
Na Figura 6.2 o compósito de FRP assume uma largura variável com taxa de variação
constante ao longo do comprimento colado (Lb,v). Como referido anteriormente, o aumento
da secção transversal do compósito de FRP não é possível de ser efectuada em termos
dimensionais. Desta forma foram reajustadas as propriedades mecânicas tanto para o modelo
de adesão paralela que define os contactos do compósito de FRP como para o modelo
bond-slip descendente adoptado para reproduzir a interface FRP-substrato de forma a ser
equiparado com a taxa de variação da largura pretendida.














Figura 6.4: Esquema de utilização do factor de acréscimo numa partícula do FRP
Sv = x · tan(α) (6.1)
onde α representa o ângulo formado pela linha que corresponde à largura inicial (bf0) e a
linha de limitação do compósito de FRP ao longo do comprimento colado variável (Lb,v), e x
representa o incremento do comprimento colado, obtido através de:
x = dx · np (6.2)
sendo dx o comprimento de cada ligação e np o número de identificação da partícula, o
aumento total da secção variável é:
bf,total = 2 · Lb,v · tan(α) (6.3)
Tendo em conta as expressões acima referidas o factor de acréscimo de largura (fvacr) é dado














Tal como indicado na Figura 6.5, todas as propriedades que definem o modelo de adesão
paralela são multiplicadas pelo factor de acréscimo de largura fvacr, excepto o parâmetro
referente ao raio da ligação R̄ = 1. Já no modelo bond-slip, apenas a tensão de aderência
máxima (τmax), foi multiplicada pelo factor de acréscimo de largura, pois as partículas
que compõem o substrato estão encastradas, fazendo com que os restantes factores não



























































Figura 6.5: Esquema de utilização do factor de acréscimo de largura em secções variáveis
6.3.3 Ensaios de arrancamento
A modelação do ensaio de corte teve por base uma velocidade constante de υ = 0.1 m/s e
um passo de cálculo crítico, tcrit = 5e−11 s, evitando-se desta forma picos de tensões entre
partículas.
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6.3.3.1 Secção variável
Com o objectivo de compreender e analisar o efeito da variação do ângulo (α), as forças
máximas aplicadas aos modelos e os comprimentos efectivos foram observados. Os dois
aspectos do processo de descolamento analisados foram: (i) início do descolamento e (ii)
instante em que estão aplicadas as cargas máximas ao modelo. Sendo a lei bond-slip linear
descendente, o perfil das linhas que definem as distribuições das tensões de aderência, os
deslizamentos e as tensões normais na placa de FRP, são idênticas às consideradas numa
placa de secção linear constante (secção 4.3.3). Desta forma o comportamento da interface
não contempla uma fase elástica considerada, por exemplo, nas leis bond-slip Bi-lineares.
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Figura 6.6: Desempenho do modelo numérico Lb,v ≥ Leff, v, no início do descolamento
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Por causa da lei bond-slip adoptada, o comportamento da interface para cargas pequenas
está praticamente rígido. À medida que a carga aplicada aumenta, a tensão de aderência
diminui nas proximidades de x = 0mm, até que se atinge uma tensão de aderência nula para
x = 0mm. Esta fase é representada pela Figura 6.6, onde é possível verificar que com o
aumento do ângulo α as forças aplicadas à placa de FRP também aumentam, diminuindo por
sua vez o comprimento de colado solicitado. Ao comparar os valores de α = 60◦ e α = 0◦
é possível verificar que no momento em que se dá o inicio do descolamento a tensão normal
aplicada no início da placa de FRP para α = 60◦ é cerca de 3 vezes superior da tensão normal
aplicada em α = 0◦. Apesar do comprimento efectivo de ligação diminuir com o aumento do
ângulo α, a área solicitada no inicio do descolamento é superior nos casos em que α 6= 0. Por
exemplo, a área solicitada para α = 60◦ é aproximadamente 2 vezes superior ao ao caso em
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Figura 6.7: Desempenho do modelo numérico Lb,v ≥ Leff, v, após o início do descolamento
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Dado o inicio do descolamento, as tensões continuam a migrar ao longo da superfície colada
para a extremidade oposto ao carregamento. Ao contrário da solução de largura constante, no
qual as tensões de aderência permanecem na força máxima até que as tensões normais da
placa de FRP cheguem ao comprimento final da placa, o aumento da secção faz com que a
força aplicada no FRP aumente. Da Figura 6.7 é possível verificar que o aumento da secção faz
aumentar efectivamente a resistência do reforço, atingindo-se em alguns casos a resistência
máxima do compósito de FRP nos provetes com α ≥ 45◦.
Processo de descolamento para Lb,v < Leff,v
Escolheu-se o momento em que a força máxima aplicada ao modelo é atingida foi escolhida
com o intuito de ilustrar o processo de descolamento no caso de Lb,v < Leff,v. Apesar
do processo de descolamento ser idêntico ao anterior, as forças máximas verificadas são
inferiores e surgem antes do início do descolamento do FRP. Na Figura 6.8, é verifica-se que
aquando da força máxima aplicada ao modelo, toda a interface colada encontra-se solicitada,
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Figura 6.8: Desempenho do modelo numérico Lb,v ≥ Leff, v, no início do descolamento
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Após o pico de força máxima as tensões de aderência irão continuar a baixar até que se dê
inicio ao deslocamento, que corresponde à tensão de aderência for nula em x = 0mm.
Efeito da variação do ângulo
A Figura 6.9, ilustra duas fases do processo de descolamento: (i) força aplicada na placa de
FRP no início do deslocamento para vários comprimentos colados; (ii) força máxima aplicada
na placa de FRP.
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Figura 6.9: Forças máximas aplicadas à placa de FRP no início do descolamento (esquerda)
e Forças máximas atingidas ao longo dos ensaios (direita) para os vários valores de α
Da Figura 6.9 (a), pode-se observar a influência da variação da secção no inicio do
descolamento. Com o aumento de α, o comprimento colado solicitado no início do
descolamento diminui e por sua vez a força aplicada aumenta.
Da Figura 6.9 (b), ao contrário dos modelos com largura constante, o processo de
descolamento do FRP com uma largura variável no substrato colado não contem um
comprimento efectivo de ligação, devido ao acréscimo de área da superfície colada conforme
as tensões de aderência migram para o lado oposto ao ponto de aplicação da carga. Desta
forma a força aplicada cresce até que se atinja a quase totalidade do descolamento, ou
alternativamente, até atingir-se a resistência do compósito de FRP. Dos vários modelos
numéricos, foi possível verificar que o aumento da força aplicada ao FRP deve-se quase na
totalidade pelo aumento da largura de colagem, mas uma pequena parte deve-se também
ao aumento do comprimento colado mobilizado. No caso de um comprimento colado de
Lb,v = 250mm para um ângulo de α = 15◦ o comprimento da interface solicitada varia cerca de
7% desde o inicio do descolamento até ao ponto de força máxima.
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6.3.3.2 Secções combinadas
Uma placa de FRP com a combinação de secções é agora analisada. A tabela 6.1 apresenta
os quatro casos de estudo. Os comprimentos colados da ligação FRP/substrato foram
escolhidos de forma a identificar as diferentes soluções:
• Lb,c ≥ Leff,c e Lb,v ≥ Leff,v;
• Lb,c ≥ Leff,c e Lb,v < Leff,v;
• Lb,c < Leff,c e Lb,v ≥ Leff,v;
• Lb,c < Leff,c e Lb,v < Leff,v.
(i) Processo de descolamento: Lb,c ≥ Leff,c e Lb,v ≥ Leff,v
Para o caso em que os comprimentos colados são maiores que os comprimentos efectivos
de ligação, três pontos foram escolhidos para demonstrar os resultados numéricos. A - início
do processo de descolamento da secção com largura constante; B - momento em que as
tensões de aderência atingem a extremidade constante da placa de FRP; C - correspondente
ao momento em que é atingido a força máxima aplicada à placa de FRP. A figura 6.10,
apresenta a força aplicada na placa de FRP em relação ao deslizamento na extremidade
(x = 0mm), assim como é discritizado a as tensões e os deslizamentos em dois instantes da
modelação numérica. Durante o comprimento colado constante,Lb,c, as tensões atingem o
seu máximo no ponto A. Na migração das tensões de aderência até ao ponto B não existe
variação das tensões de aderência nem do comprimento efectivo da ligação. Do ponto B para
o ponto C, o efeito de translação do diagrama de tensões de aderência verificado em α = 0
deixa de ocorrer, pois as tensões de aderência encontram-se agora na secção de largura
variável constante.
Nos casos em que α ≥ 45◦ a rotura pelo compósito de FRP é verifica.
(ii) Processo de descolamento: (ii) Lb,c ≥ Leff,c e Lb,v < Leff,v
Neste caso assumiu-se que o comprimento colado de secção constante,Lb,c, é maior que
o comprimento efectivo da ligação, pelo que, o comprimento de secção variável é de apenas
Lb,v = 50mm e Lb,c = 200mm. Três pontos foram escolhidos para demonstrar os resultados
numéricos. A - início do processo de descolamento da secção com largura constante; B -
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Figura 6.10: Desempenho do modelo numérico Lb,c ≥ Leff,c e Lb,v ≥ Leff,v.
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momento para o qual as tensões de aderência atingem o início da secção com largura variável;
C - correspondente ao momento em que a tensão máxima da ligação atinge a extremidade
livre da placa de FRP. Desta forma é possível observar pela figura 6.11 que no ponto de
tensão máxima (ponto C), as tensões aplicadas à placa de FRP não variam tanto como no
caso anterior.
Como era de esperar, o comportamento na secção de largura constante apresenta a mesma
configuração que para o caso anterior. Destaca-se o gráfico da força aplicada em relação
ao deslocamento em x = 0mm no qual o MED representa o comportamento previsto
analiticamente para todos os casos. Destaca-se ainda que no presente caso observa-se
da força máxima um aumento relativo de aproximadamente 28,3% quando comparados os
valores da Fmax para α = 0◦ e α = 60◦. Apesar desse aumento o comprimento da secção
variável (Lb,v = 50mm), não mostrou tanta eficiência relativamente ao caso anterior, pois para
α = 60◦ a tensão do compósito de FRP não foi além dos 40% do seu valor máximo.
(iii) Processo de descolamento: Lb,c < Leff,c e Lb,v ≥ Leff,v
Neste caso o comprimento colado de secção constante é menor que o comprimento efectivo
de ligação Lb,c = 50mm , enquanto o comprimento de secção variável é Lb,v = 200mm.
Dos resultados numéricos destaca-se: A - momento em que as tensões atingem a secção
com largura constante, e por sua vez a tensão de aderência máxima na secção de largura
constante; B - início do processo de descolamento da secção com largura variável; C -
momento em que a tensão máxima da ligação atinge a extremidade livre da placa de FRP.
Dos ensaios numéricos representados na Figura 6.12, destacam-se as forças máximas
atingidas para os vários valores de α. Para valores α ≥ 45 obteve-se uma rotura pela placa de
FRP. No entanto, os casos e que para α = 60◦ e α = 45◦ a extremidade contrária à aplicação
da carga a largura do FRP é de 783.9mm e de 486.4mm, respectivamente. Em termos de
eficiência do sistema realça-se a força máxima no caso em que α = 30◦ as tensões normais
registadas na placa de FRP atingem ultrapassam os 90% do seu valor resistente, para além
do facto da largura na extremidade em que não é aplicada a carga ter apenas 31, 1cm, o que
é uma largura bastante razoável em termos práticos.
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Figura 6.11: Desempenho do modelo numérico Lb,c ≥ Leff,c e Lb,v < Leff,v.
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(iv) Processo de descolamento: Lb,c < Leff,c e Lb,v < Leff,v
Para o caso em que ambos os comprimentos colados, Lb,c e Lb,v, são inferiores ao
comprimento efectivo de ligação, evidenciam-se os seguintes pontos: A - momento em que as
tensões atingem na secção com largura constante, e por sua vez a tensão máxima na secção
de largura constante; C - momento em que a tensão máxima da ligação atinge a extremidade
livre da placa de FRP. Os resultados numéricos obtidos pela variação de α são representados
na Figura 6.13, sendo de notar que o processo total de descolamento ocorre em todos os
provetes modelados.
Neste caso, o início de descolamento ocorre para uma carga menor do que a carga máxima
transmitida à placa de FRP e, portanto, não é ilustrado nesta figura. Além disso, a partir
dos quatro processos de descolamento, este é o que possui menor eficiência devido ao
comprimento colado insuficiente em ambos os troços.
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Figura 6.12: Performance do modelo numérico Lb,c < Leff,c e Lb,v ≥ Leff,v.
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Figura 6.13: Desempenho do modelo numérico Lb,c < Leff,c e Lb,v < Leff,v.
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6.4 Discussão e análise de resultados
No presente capítulo foi desenvolvido e analisado dois modelos numéricos alternativos do
reforço EBR: (i) a placa de FRP contém uma largura variável em todo o seu comprimento
colado; (ii) a placa de FRP é dividida por um comprimento colado de largura constante e
outro de largura variável. Após várias simulações dos modelos numéricos enumeram-se as
principais conclusões:
• Em todos os modelos numéricos com secção de largura variável foram verificados
acréscimos na tensão ao longo da placa de FRP, demonstrando a importância de um
troço de secção variável;
• Este sistema poderá ser uma boa alternativa ao uso de dispositivos mecânicos de
fixação, pois as forças máximas observadas aumentam significativamente em relação
ao sistema de reforço convencional EBR;
• O comprimento efectivo da ligação e a força aplicada nos modelos de secção variável
aumentam no decorrer do ensaio, deixando de haver um comprimento efectivo de ligação
no qual a força máxima mantém-se;
• Nos casos em que α = 60◦ e α = 45◦ a largura da extremidade contrária à aplicação da
carga são muito elevadas e difíceis de reproduzir em casos práticos reais, pois no caso
em que Lb,v ≥ 200mm os valores de α correspondem a uma largura acima dos 45 cm.
• Se nos casos em que Lb,v ≥ Leff,v a utilização de ângulos inferiores a 45◦ faz mais
sentido, pois a largura na extremidade contrária à aplicação da carga assume valores
mais razoáveis, nos casos em que Lb,v < Leff,v faz mais sentido a utilização de ângulos
de variação superiores a 30◦. Por exemplo, com um comprimento colado de secção
variável igual a 100mm, a força máxima atingida no compósito de FRP para um α = 60◦
representou um aumento de 220% em relação às secções de largura constante. Por outro
lado, a extensão no FRP sofre apenas um aumento relativo de ≈ 80% o que poderá fazer,
no caso em que o substrato é um betão, com que ocorra menos fendilhação na camada





O presente trabalho contribuiu para adquirir conhecimento sobre o comportamento de
elementos estruturais reforçados com sistemas FRP colados exteriormente. Frequentemente,
as tensões normais observadas na placa de FRP indicam valores muito inferiores à sua
resistência, promovendo o colapso prematuro por descolamento do reforço. Este estudo
incide na modelação numérica através do método dos elementos discretos. É descrito o
comportamento da interface FRP - substrato em elementos reforçados externamente por
colagem. A modelação computacional tem grandes vantagens e pode permitir uma melhor
compreensão dos factores que levam ao colapso, assim como definição de factores limitadores
do uso de polímeros reforçados por fibras colados exterior.
Neste capítulo, faz-se um resumo das conclusões mais relevantes obtidas durante
as modelações numéricas realizadas. No final, são apresentadas sugestões para
desenvolvimentos futuros.
7.1 conclusões
7.1.1 Ensaios de tracção do compósito GFRP
Os resultados da modelação computacional dos ensaios de tração para o compósito de GFRP
evidenciaram uma boa aproximação aos resultados experimentais disponíveis na literatura [1].
Refira-se, por exemplo, a aproximação dos valores referentes ao provete linear com uma
camada, em que a força transmitida ao GFRP foi simulada através da aplicação de uma
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velocidade constante inferior a 0.5 m/s evidenciaram erros que variam de 0% a 0.5% dos
resultados reais.
Em análise às velocidades e ao passo de cálculo crítico impostas aos vários modelos,
evidenciou-se a sensibilidade da sua variação. Assim deve encontrar-se uma relação para
a qual as tensões longitudinais do compósito sejam constantes em todo o comprimento. Essa
relação depende de vários factores como a dimensão das partículas, rigidez de contactos e
a massa atribuída às partículas. Desta forma, alguns, inconvenientes foram identificados ao
longo do trabalho, pois o material é de pequena dimensão, elevada leveza e elevada rigidez
fazendo com que os ensaios sejam por vezes morosos, por exemplo, a carga aplicada em cada
ciclo são abaixo das décimas de Newton podendo em alguns modelos ultrapassar as centenas
de milhar de ciclos. Em suma, todas as assembleias de partículas modeladas conseguem
reproduzir o comportamento mecânico do GFRP com uma elevada precisão, sendo o PFC2D
uma solução válida para modelar este tipo de ensaio.
7.1.2 Ensaio de corte simples: EBR
Este capítulo serviu de validação ao método dos elementos discretos como uma solução
aos restantes métodos utilizados para o estudo do comportamento de elementos estruturais
reforçados com sistemas FRP colados externamente. As várias leis bond-slip estudadas,
mostraram uma elevada aproximação às soluções exactas. Os modelos numéricos
conseguiram estimar todos os parâmetros que definem o comportamento dos modelos a
ensaios de corte simples, inclusive o comprimento da ligação. A lei bond-slip disponível
no PFC2D revelou-se uma aproximação razoável quando comparada com outras leis não
lineares, sendo uma alternativa viável às leis não lineares que são de difícil resolução.
7.1.3 Ensaio de corte simples com dispositivo de fixação numa das
extremidades
O modelo numérico realizado para o estudo desta alternativa à rotura prematura por
destacamento do FRP nas extremidades teve como base os modelos utilizados nos ensaio de
corte simples sem fixação, e a lei bond-slip bi-linear. O modelo numérico mostrou-se capaz de
reproduzir a totalidade dos processos de descolamento do FRP/substrato. O modelo numérico
demonstrou que para comprimentos colados pequenos a rigidez do sistema tende a igualar a
rigidez axial do FRP sob tensão. Os resultados obtidos pela modelação numérica indicam que
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foi possível aumentar a força máxima transmitida ao FRP por colagem externa, onde a rotura
aconteceu sempre pelo compósito de FRP.
7.1.4 Ensaio de corte simples com variação da secção do compósito de FRP
A modelação numérica demonstrou que a resistência da ligação pode ser elevada recorrendo
ao alargamento da placa de FRP ao invés do uso de dispositivos de fixação mecânica.
Os resultados demonstraram que a rotura do compósito de FRP pode ser atingida com
recurso a esta solução. Tanto para comprimentos inferiores ao comprimento efectivo como
para superiores, os valores obtidos demonstraram que esta solução apresenta melhores
desempenhos às soluções de largura constante. Como exemplo dessa melhoria, para um
comprimento colado de 100mm, a carga máxima transmitida ao FRP aumenta de 28,8 kN (
α = 0◦ ) para 92,0 kN ( α = 60◦), que representa um aumento relativo de 220,0%. Em suma,
a existência de uma secção de largura variável será sempre uma mais valia em relação às
soluções em que é utilizado apenas uma largura constante.
O PFC2D mostrou ainda que consegue simular este tipo de problema de uma forma
bastante simplificada, necessitando para isso recorrer a transformações nas propriedades
mecânicas para simular o acréscimo da largura. Apesar dos resultados numéricos atingidos
representarem uma boa aproximação ao que era previsto, para comprimentos acima do 200
mm e α ≥ 30◦ os ensaios foram muito morosos devido ao numérico de partículas, propriedades
mecânicas das ligações entre partículas e principalmente pela elevada quantidade de dados
que tinham que ser retirados do ensaio a cada ciclo, fazendo com que os ensaios numéricos
demorem alguns dias para simular um ensaio na sua totalidade.
7.2 Desenvolvimentos futuros
Para finalizar, apresentam-se algumas possíveis extensões e desenvolvimentos do estudo
efectuado na presente dissertação.
• Realizar estudos laboratoriais para secções de largura variável, para que sejam
comparados com os modelos numéricos produzidos no presente trabalho;
• Realizar o mesmo estudo, utilizando uma análise em elementos discretos a três
dimensões;
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• O estudo de modos de fractura I e III do processo de descolamento do compósito de
FRP/substrato poderão ser efectuados através do PFC2D.
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Apêndice A
Ensaio de tracção - Provete Regular
de 1 linha
new
set l o g f i l e 1 _ l inha_ve l_1 . log ; c r iação de um f i c h e i r o de tex to
set log on
c a l l f i s h c a l l . FIS ; load i n the FISHCALL macros




rc = rad ius
idc = i d _ s t a r t
r2 = 2.0 * rad ius
y inc = rad ius * s q r t ( 3 . 0 )
loop row (1 , n_row )
loop co l (1 , n_col )
command
b a l l i d = idc x=xc y=yc rad=rc
end_command
idc = idc + 1
xc = xc + r2
end_loop
yc = yc + y inc
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set x0 =0. y0=0 rad ius =0.00127 ; origem da pr ime i ra p a r t í c u l a e r a i o das p a r t í c u l a s
set i d _ s t a r t =1 n_col=60 n_row=1 ; número de colunas e número de l i n h a s
hex
f i x x y sp in range i d = 1
set d isk 0.08
set grav 0 0
set h i s t _ rep = 1000000
; propr iedades das esferas
prop f =0 dens = 2550 kn=44e7 Ks=44e7 pb_rad=1 Pb_kn=8.84e12 pb_ks=8.84e12 &
pb_nstr =5.139e8 pb_sst r =5.139e8
; c r iação de uma plotagem com v isua l i zação do provete e ensaio
p l o t c reate provetede1 l inha \ \
p l o t se t t i t l e t e x t ’ modelo de adesão para le la ’ \ \
p l se t background whi te
p l o t add b a l l i d =on ye l low
p l o t add pbond blue
p l o t add disp black
p l o t show
; h i s t o r i a l da fo rça
def fo rca_ap l i cada
n = 1
cp = contact_head
loop whi le cp # n u l l
id1 = b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )
id2 = b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )
i f id1 = n_col
i f id2 = n_col−1 than
forca_ap l i cada1 = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
i f id1 = n_col−1
i f id2 = n_col than
fo rca_ap l i cada1 = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
cp = c_next ( cp )
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n= n + 1
end_loop
i i = out ( s t r i n g ( fo rca_ap l i cada1 ) + ’ ’ + s t r i n g ( deslo ) )
fo rca_ap l i cada= forca_ap l i cada1
end




loop whi le cp # n u l l
id1 = b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )
id2 = b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )
i f id1 = 2
i f id2 = 1 than
fo rca = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
i f id1 = 1
i f id2 = 2 than
fo rca = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
cp = c_next ( cp )
n= n + 1
end_loop
end
h i s t i d 2 fo rca
def deslo
deslo1 = b_xdisp ( f i n d _ b a l l ( 6 0 ) )
deslo=deslo1
end
h i s t i d 3 deslo
p l c reate forcaView
p l h i s t 1 2 vs 3 begin 0
p l se t background whi te
p l show
; d e f i n i çã o de r o t u r a
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def pbbreak
cp = fc_arg ( 0 ) ; con tac t address
fmode = fc_arg ( 1 ) ; f r a c t u r e mode
pbp = c_pb ( cp ) ; get pbond p o i n t e r
i i =out ( ’ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ’ )
i f fmode = 0 then
i i =out ( p ’ * * * P a r a l l e l bond f a i l e d , normal s t reng th exceeded . ’ )
e lse ; fmode # 0
i i =out ( ’ * * * P a r a l l e l bond f a i l e d , shear s t reng th exceeded . ’ )
end_ i f
i i =out ( ’ * * * Bond was at ( ’+ s t r i n g ( c_x ( cp ) ) + ’ , ’ + s t r i n g ( c_y ( cp ) ) + ’ ) , &
nforce = ’ + s t r i n g (−pb_nforce ( pbp ) ) + ’ , ’ )






set f i s h c a l l FC_PB_DEL pbbreak ; c a l l [ pbbreak ] when a pbond breaks
cyc 1
; d iminuição do i n t e r v a l o de tempo ent re cada l e i t u r a
set t ime 1e−7
set d t dscale
set d t 1e−11
; d e f i n i çã o da veloc idade
def deslocamento
b_xvel ( f i n d _ b a l l ( n_col ) ) = 1 ;
end
set f i s h c a l l 2 deslocamento
cyc 1000
Apêndice B
Algoritmo do ensaio de arrancamento
new
set l o g f i l e descendente_250mm_Smax_0_720mm_tmax_4_24MPa_vel_0_05 . log
set log on




rc = rad ius
idc = i d _ s t a r t
r2 = 2.0 * rad ius
y inc = 2.0 * rad ius
loop row (1 , n_row )
loop co l (1 , n_col )
command
b a l l i d = idc x=xc y=yc rad=rc
end_command
idc = idc + 1
xc = xc + r2
end_loop





set echo o f f
se t x0=0 y0=0 rad ius =0.00127
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set i d _ s t a r t =1 n_col=99 n_row=1
hex
set echo on
f i x x y sp in range i d = 1 150
;−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− GFRP −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
set echo o f f
se t x0=0 y0=0.00254 rad ius =0.00127
set i d _ s t a r t =201 n_col=99 n_row=1
hex
set echo on
f i x y sp in range i d = 200 350
;−−−−−−−−−−−−−−−−−− propr iedades do sistema−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
set grav 0 0
set d isk 0.08
prop dens 2550
set h i s t _ rep = 100
;−−−−−−−−−−−−−−− d e f i n i ç ão de contacto − Le i descendente −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
def set_param
; so f ten ing bond
knc1 = 0 ; r i g i d e z normal a compressão
knt1 = 0 ; r i g i d e z normal a t racção
ks1 = 8.6e12 ; r i g i d e z de cor te
ftmax1 = 0 ; Força de normal maxima
fsmax1 = 861.568 ; Força de cor te maxima
f r i c 1 = 0 ; c o e f i c i e n t e de a t r i t o
r f r i c 1 = 0 ; c o e f i c i e n t e de a t r i t o r e s i d u a l











ns t r1 = 5.139e8




prop kn = knn1 Ks = Kss1 pb_rad = rad Pb_kn = kn pb_ks = ks &
pb_nstr = ns t r1 pb_sst r = ss t r 1 range i d = 200 350
def so f t_1
c_model ( cp ) = ’ so f ten ing ’
c_prop ( cp , ’ sof_knc ’ ) = knc1
c_prop ( cp , ’ sof_knt ’ ) = knt1
c_prop ( cp , ’ sof_ks ’ ) = ks1
c_prop ( cp , ’ sof_ftmax ’ ) = ftmax1
c_prop ( cp , ’ sof_fsmax ’ ) = fsmax1
c_prop ( cp , ’ s o f _ f r i c ’ ) = f r i c 1
c_prop ( cp , ’ s o f _ r f r i c ’ ) = r f r i c 1
c_prop ( cp , ’ sof_upl im ’ ) = upl im1
c_prop ( cp , ’ sof_broken ’ ) = broken1
c_prop ( cp , ’ sof_sof tened ’ ) = softened1





loop whi le cp # n u l l
id1 = b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )
id2 = b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )
i f id1 < 100




i f id1 >100
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; end i f
cp = c_next ( cp )




;−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− h i s t o r i c o ( medições)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−




loop whi le cp # n u l l
id1 = b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )
id2 = b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )
i f id1 = 299
i f id2 = 99 than
forca1 = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f id1 =99
i f id2 = 299 than
forca1 = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
cp = c_next ( cp )
n= n + 1
end_loop









h i s t i d 1 fo rca
;−−−−−−−−−−−−−−−−− f o rça normal i n d i v i d u a l na p a r t í c u l a da zona de carga −−−−−−−−−−−−−−−−




loop whi le cp # n u l l
id1 = b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )
id2 = b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )
i f id1 = 299
i f id2 = 298 than
fo rca_ap l i cada = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
i f id1 =298
i f id2 = 299 than
fo rca_ap l i cada = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
; end i f
cp = c_next ( cp )
n= n + 1
end_loop
end
h i s t i d 2 fo rca_ap l i cada
;−−−−−−−−−−−−−−−−− deslocamento i n d i v i d u a l na p a r t í c u l a da zona de carga −−−−−−−−−−−−−−−−
def deslo
deslo1 = b_xdisp ( f i n d _ b a l l (200 + n_col ) )
deslo = deslo1
end
h i s t i d 3 deslo
;−−−−−−−−−−−−−−−−− somatór io de todas as fo rças de cor te ex i s ten tes −−−−−−−−−−−−−−−−
def fo rca_co r te
f _ c o r t e =0
loop b_c (1 ,99)
bp= f i n d _ b a l l ( b_c )
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= b_c
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp )) >199
f _ c o r t e = f _ c o r t e +c_sforce ( cp )
end i f
end i f
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i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp )) >199
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= b_c
f _ c o r t e = f _ c o r t e +c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse




i i = out ( s t r i n g ( f _ c o r t e ) + ’ ’ + s t r i n g ( deslo1 )+ ’ ’ + s t r i n g ( fo rca_ap l i cada ) )
fo r ca_co r te = f _ c o r t e
end
h i s t i d 4 fo rca_co r te
p l c reate fo rcaCor te
p l h i s t 1 2 4 vs 3 begin 0
p l se t background whi te
p l show
cyc 1
set t ime 1e−7
set d t dscale
set d t 1e−11
def deslocamento
b_xvel ( f i n d _ b a l l ( 299 ) )=0 .05 ;
end
set f i s h c a l l 2 deslocamento
def quadro
id_base =0;
i d _ g f r p =200;
loop nw (1 , n_col )
id_base=id_base+1
i d _ g f r p = i d _ g f r p +1
dados_quadro
i i = out ( s t r i n g ( x_base ) + ’ ’ + s t r i n g ( x_gf rp )+ ’ ’ + s t r i n g ( s_gf rp )&





bp= f i n d _ b a l l ( i d _ g f r p )
x_gf rp=b_x ( bp )
s_gf rp=b_xdisp ( bp ) * 1000
bp= f i n d _ b a l l ( id_base )
x_base=b_x ( bp )
f s _ g f r p =0
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= id_base
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= i d _ g f r p
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= i d _ g f r p
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= id_base
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse
cp= c _ b 2 c l i s t ( cp )
end i f
endloop
tau= f s _ g f r p / ( 2 . 5 4 * 8 0 )
end






bp= f i n d _ b a l l ( n_col2 )
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
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i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= n_col2
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= n_col3
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= n_col3
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= n_col2
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse
cp= c _ b 2 c l i s t ( cp )
end i f
endloop









set f i s h c a l l 2 quebra_quadro
cyc 10000
Apêndice C
Algoritmo do ensaio de corte
dispositivo mecânico de fixação
new
set l o g f i l e ancoragem_250mm_01 . log
set log on




rc = rad ius
idc = i d _ s t a r t
r2 = 2.0 * rad ius
y inc = 2.0 * rad ius
loop row (1 , n_row )
loop co l (1 , n_col )
command
b a l l i d = idc x=xc y=yc rad=rc
end_command
idc = idc + 1
xc = xc + r2
end_loop
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;−−−−−−−−−−−−−−−− SUBSTRATO −−−−−−−−−−−−−−−−−−−
set x0=0 y0=0 rad ius =0.00127
set i d _ s t a r t =1 n_col=99 n_row=1
hex
f i x x y sp in range i d = 1 150
;−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− GFRP −−−−−−−−−−−−−−−−−−−
set x0=0 y0=0.00254 rad ius =0.00127
set i d _ s t a r t =201 n_col=99 n_row=1
hex
f i x y sp in range i d = 200 350
f i x x y sp in range i d = 201
;−−−−−−−−−−−− propr iedades do sistema−−−−−−−−−−−−−−−−−
set grav 0 0
set d isk 0.08
prop dens 2550
set h i s t _ rep = 10000
;−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− d e f i n i ç ão de contacto −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
def set_param
; so f ten ing bond
knc1 = 0 ; r i g i d e z normal a compressão
knt1 = 0 ; r i g i d e z normal a t racção
ks1 = 8.54e6 ; r i g i d e z de cor te
ftmax1 = 0 ; Força de normal maxima
fsmax1 = 861.568 ; Força de cor te maxima
f r i c 1 = 0 ; c o e f i c i e n t e de a t r i t o
r f r i c 1 = 0 ; c o e f i c i e n t e de a t r i t o r e s i d u a l











ns t r1 = 5.139e8




prop kn = knn1 Ks = Kss1 pb_rad = rad Pb_kn = kn pb_ks = ks &
pb_nstr = ns t r1 pb_sst r = ss t r 1 range i d = 200 350
def so f t_1
c_model ( cp ) = ’ so f ten ing ’
c_prop ( cp , ’ sof_knc ’ ) = knc1
c_prop ( cp , ’ sof_knt ’ ) = knt1
c_prop ( cp , ’ sof_ks ’ ) = ks1
c_prop ( cp , ’ sof_ftmax ’ ) = ftmax1
c_prop ( cp , ’ sof_fsmax ’ ) = fsmax1
c_prop ( cp , ’ s o f _ f r i c ’ ) = f r i c 1
c_prop ( cp , ’ s o f _ r f r i c ’ ) = r f r i c 1
c_prop ( cp , ’ sof_upl im ’ ) = upl im1
c_prop ( cp , ’ sof_broken ’ ) = broken1
c_prop ( cp , ’ sof_sof tened ’ ) = softened1





loop whi le cp # n u l l
id1 = b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )
id2 = b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )
i f id1 < 100




124APÊNDICE C. ALGORITMO DO ENSAIO DE CORTE DISPOSITIVO MECÂNICO DE FIXAÇÃO
i f id1 >100




; end i f
cp = c_next ( cp )









loop whi le cp # n u l l
id1 = b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )
id2 = b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )
i f id1 = 202
i f id2 = 201 than
reaccao = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
i f id1 =201
i f id2 = 202 than
reaccao = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
; end i f
cp = c_next ( cp )
n= n + 1
end_loop
end
h i s t i d 1 reaccao
;−−−−−−−−−−−−−−−−− f o rça normal i n d i v i d u a l na p a r t í c u l a da zona de carga −−−−−−−−−−−−−−−−
def fo rca_ap l i cada
n = 1
cp = contact_head
loop whi le cp # n u l l
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id1 = b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )
id2 = b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )
i f id1 = 200+n_col
i f id2 = 199+n_col than
fo rca_ap l i cada = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
i f id1 =199+n_col
i f id2 = 200+n_col than
fo rca_ap l i cada = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
; end i f
cp = c_next ( cp )
n= n + 1
end_loop
end
h i s t i d 2 fo rca_ap l i cada
;−−−−−−−−−−−−−−−−− deslocamento i n d i v i d u a l na p a r t í c u l a da zona de carga −−−−−−−−−−−−−−−−
def deslo
deslo1 = b_xdisp ( f i n d _ b a l l (200 + n_col ) )







h i s t i d 3 deslo
;−−−−−−−−−−−−−−−−− somatór io de todas as fo rças de cor te ex i s ten tes −−−−−−−−−−−−−−−−
def fo rca_co r te
f _ c o r t e =0
loop b_c (1 , n_col )
bp= f i n d _ b a l l ( b_c )
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= b_c
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp )) >199
f _ c o r t e = f _ c o r t e +c_sforce ( cp )
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end i f
end i f
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp )) >199
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= b_c
f _ c o r t e = f _ c o r t e +c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse




i i = out ( s t r i n g ( f _ c o r t e ) + ’ ’ + s t r i n g ( deslo1 )+ ’ ’ +&
s t r i n g ( fo rca_ap l i cada )+ ’ ’ + s t r i n g ( reaccao ) )
fo r ca_co r te = f _ c o r t e
end
h i s t i d 4 fo rca_co r te
p l c reate g r a f i c o
p l h i s t 1 2 4 vs 3 begin 0
p l se t background whi te
p l show
p l c lose
cyc 1
set t ime 1e−7
set d t dscale
set d t 1e−11
def deslocamento
b_xvel ( f i n d _ b a l l (200+ n_col ) ) = 0 . 0 5 ;
end
set f i s h c a l l 2 deslocamento
def pbbreak
cp = fc_arg ( 0 ) ; con tac t address
fmode = fc_arg ( 1 ) ; f r a c t u r e mode
pbp = c_pb ( cp ) ; get pbond p o i n t e r
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;
i i =out ( ’ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ’ )
i f fmode = 0 then
i i =out ( ’ * * * P a r a l l e l bond f a i l e d , normal s t reng th exceeded . ’ )
e lse ; fmode # 0
i i =out ( ’ * * * P a r a l l e l bond f a i l e d , shear s t reng th exceeded . ’ )
end_ i f
i i =out ( ’ * * * Bond was at ( ’+ s t r i n g ( c_x ( cp ) ) + ’ , ’ + s t r i n g ( c_y ( cp ) ) + ’ ) . ’ )
i i =out ( ’ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ’ )
end
;
set f i s h c a l l FC_PB_DEL pbbreak ; c a l l [ pbbreak ] when a pbond breaks
def quadro
id_base =0;
i d _ g f r p =200;
loop nw (1 , n_col )
id_base=id_base+1
i d _ g f r p = i d _ g f r p +1
dados_quadro
i i = out ( s t r i n g ( x_base ) + ’ ’ + s t r i n g ( x_gf rp )&




bp= f i n d _ b a l l ( i d _ g f r p )
x_gf rp=b_x ( bp )
s_gf rp=b_xdisp ( bp ) * 1000
bp= f i n d _ b a l l ( id_base )
x_base=b_x ( bp )
f s _ g f r p =0
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= id_base
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= i d _ g f r p
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
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i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= i d _ g f r p
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= id_base
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse
cp= c _ b 2 c l i s t ( cp )
end i f
endloop
tau= f s _ g f r p / ( 2 . 5 4 * 8 0 )
end






bp= f i n d _ b a l l ( n_col2 )
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= n_col2
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= n_col3
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= n_col3
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= n_col2
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse
cp= c _ b 2 c l i s t ( cp )
end i f
endloop










set f i s h c a l l 2 quebra_quadro
cyc 10000
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Apêndice D
Algoritmo do ensaio de corte com
secção variável
new
set l o g f i l e 50const_200vari_0_720mm_tmax_4_24MPa_alfa_30 . log
set log on






i d _ s t a r t =1








i d _ s t a r t =201
n_col=100 ;MUDAR n_col consoante comprimento t o t a l
n_row=1
n_col_v=80 ;MUDAR n_col_v consoante comprimento v a r i á v e l
end
131




rc = rad ius
idc = i d _ s t a r t
r2 = 2.0 * rad ius
y inc = 2.0 * rad ius
loop row (1 , n_row )
loop co l (1 , n_col )
command
b a l l i d = idc x=xc y=yc rad=rc
end_command
idc = idc + 1
xc = xc + r2
end_loop




propr iedades_subst ra to
hex
f i x x y sp in range i d = 1 150
propriedades_GFRP
hex
f i x y sp in range i d = 200 350
;−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− propr iedades do sistema−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
set grav 0 0
set d isk 0.08
prop dens 2550
set h i s t _ rep = 10000
;−−−−−−−−−−−−−−−− d e f i n i ç ão de contacto − l e i descendente −−−−−−−−−−−−−−−−−−
def set_param
; so f ten ing bond
knc1 = 0 ; r i g i d e z normal a compressão
knt1 = 0 ; r i g i d e z normal a t racção
ks1 = 8.6e12 ; r i g i d e z de cor te
ftmax1 = 0 ; Forçaa de normal maxima
fsmax1 = 861.568 ; Força de cor te maxima
133
f r i c 1 = 0 ; c o e f i c i e n t e de a t r i t o
r f r i c 1 = 0 ; c o e f i c i e n t e de a t r i t o r e s i d u a l










ns t r1 = 513.9e8
ss t r 1 = 513.9e8




prop kn = knn1 Ks = Kss1 pb_rad = rad Pb_kn = kn pb_ks = ks &
pb_nstr = ns t r1 pb_sst r = ss t r 1 range i d = 200 350
def so f t_1
c_model ( cp ) = ’ so f ten ing ’
c_prop ( cp , ’ sof_knc ’ ) = knc1
c_prop ( cp , ’ sof_knt ’ ) = knt1
c_prop ( cp , ’ sof_ks ’ ) = ks1
c_prop ( cp , ’ sof_ftmax ’ ) = ftmax1
c_prop ( cp , ’ sof_fsmax ’ ) = fsmax1 * f _ r
c_prop ( cp , ’ s o f _ f r i c ’ ) = f r i c 1
c_prop ( cp , ’ s o f _ r f r i c ’ ) = r f r i c 1
c_prop ( cp , ’ sof_upl im ’ ) = upl im1
c_prop ( cp , ’ sof_broken ’ ) = broken1
c_prop ( cp , ’ sof_sof tened ’ ) = softened1
c_prop ( cp , ’ sof_uplas ’ ) = uplas1
end
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def pp_1
pb_kn ( c_pb ( cp ) )= kn * f _ r
pb_ks ( c_pb ( cp ) )= ks * f _ r
pb_nstrength ( c_pb ( cp ) )= ns t r1 * f _ r
pb_sst rength ( c_pb ( cp ) )= ss t r 1 * f _ r
end
def con tac t_so f t
t o t a l 1 =1+n_col−1
loop b_ct (1 , t o t a l 1 )
b_ctz=b_ct+200
bp= f i n d _ b a l l ( b_ct )
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= b_ct
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= b_ctz
i f b_ct >n_col_v+1
f _ r =1
else
l x =1+n_col_v−b_ct





i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= b_ctz
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= b_ct
i f b_ct >n_col_v+1
f _ r =1
else
l x =1+n_col_v−b_ct





i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse
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con tac t_so f t
; pause
def contacto_pp
t o t a l 1 =201+n_col−2
loop b_ct (201 , t o t a l 1 )
b_ct2=b_ct+1
bp= f i n d _ b a l l ( b_ct )
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= b_ct
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= b_ct2
i f b_ct >200+n_col_v
f _ r =1
else
l x =201+n_col_v−b_ct2





i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= b_ct2
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= b_ct
i f b_ct >200+n_col_v
f _ r =1
else
l x =201+n_col_v−b_ct2





i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse
cp= c _ b 2 c l i s t ( cp )






;−−−−−−−−−−−−−−−−−−− h i s t ó r i c o ( medições)−−−−−−−−−−−−−−−−−−




loop whi le cp # n u l l
id1 = b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )
id2 = b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )
i f id1 = 200+n_col
i f id2 = n_col than
forca1 = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f id1 =n_col
i f id2 = 200+n_col than
forca1 = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
cp = c_next ( cp )




h i s t i d 1 fo rca
;−−−−−−−−−−−−−−−−− f o rça normal i n d i v i d u a l na p a r t í c u l a da zona de carga −−−−−−−−−−−−−−−−
def fo rca_ap l i cada
n = 1
cp = contact_head
loop whi le cp # n u l l
id1 = b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )
id2 = b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )
i f id1 = 200+n_col
i f id2 = 199+n_col than




i f id1 =199+n_col
i f id2 = 200+n_col than
fo rca_ap l i cada = − pb_nforce ( c_pb ( cp ) )
end i f
end i f
cp = c_next ( cp )
n= n + 1
end_loop
end
h i s t i d 2 fo rca_ap l i cada
;−−−−−−−−−−−−−−−−− deslocamento i n d i v i d u a l na p a r t í c u l a da zona de carga −−−−−−−−−−−−−−−−
def deslo
deslo1 = b_x ( f i n d _ b a l l ( 200+n_col ) ) − b_x ( f i n d _ b a l l ( n_col ) )
deslo = deslo1
end
h i s t i d 3 deslo
;−−−−−−−−−−−−−−−−− somatór io de todas as fo rças de cor te ex i s ten tes −−−−−−−−−−−−−−−−
def fo rca_co r te
f _ c o r t e =0
loop b_c (1 , n_col )
bp= f i n d _ b a l l ( b_c )
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= b_c
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp )) >199
f _ c o r t e = f _ c o r t e +c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp )) >199
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= b_c
f _ c o r t e = f _ c o r t e +c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse
cp= c _ b 2 c l i s t ( cp )
end i f
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endloop
end_loop
fo rca_co r te = f _ c o r t e
end
h i s t i d 4 fo rca_co r te
cyc 1
set t ime 1e−7
set d t dscale
set d t 5e−11
def deslocamento
b_xvel ( f i n d _ b a l l (200+ n_col ) ) = 0 . 1 ;
end
set f i s h c a l l 2 deslocamento
def quadro
id_base =0;
i d _ g f r p =200;
; n_col=n_col−1
loop nw (1 , n_col )
id_base=id_base+1
i d _ g f r p = i d _ g f r p +1
dados_quadro
i i = out ( s t r i n g ( x_base ) + ’ ’ + s t r i n g ( x_gf rp )&




bp= f i n d _ b a l l ( i d _ g f r p )
x_gf rp=b_x ( bp )
s_gf rp=b_xdisp ( bp ) * 1000
bp= f i n d _ b a l l ( id_base )
x_base=b_x ( bp )
f s _ g f r p =0
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= id_base
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= i d _ g f r p




i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= i d _ g f r p
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= id_base
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse










bp= f i n d _ b a l l ( n_col2 )
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= n_col2
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= n_col3
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= n_col3
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= n_col2
f s _ g f r p = c_sforce ( cp )
end i f
end i f
i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse
cp= c _ b 2 c l i s t ( cp )
end i f
endloop
140 APÊNDICE D. ALGORITMO DO ENSAIO DE CORTE COM SECÇÃO VARIÁVEL









def l c o l
b1x=0
id_base =0;
i d _ g f r p =200;
sec t ion j o a o _ t e i x e i r a
loop b_c (1 , n_col )
bp= f i n d _ b a l l ( i d _ g f r p +b_c )
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= i d _ g f r p +b_c
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= id_base+b_c
fs1_g f rp = c_sforce ( cp )
i f f s1_gf rp >10
b1x=b_x ( f i n d _ b a l l ( id_base+b_c ) )




i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= id_base+b_c
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= i d _ g f r p +b_c
fs1_g f rp = c_sforce ( cp )
i f f s1_gf rp >10
b1x=b_x ( f i n d _ b a l l ( id_base+b_c ) )




i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse







sec t ion j o a o _ t e i x e i r a 2
b2x=0
loop b_c (0 , n_col −1)
bp= f i n d _ b a l l ( i d _ g f r p +n_col−b_c )
cp= b _ c l i s t ( bp )
loop whi le cp# n u l l
i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= i d _ g f r p +n_col−b_c
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= id_base+n_col−b_c
fs2_g f rp = c_sforce ( cp )
i f f s2_gf rp > 10
b2x=b_x ( f i n d _ b a l l ( id_base+n_col−b_c ) )




i f b_id ( c_ba l l 1 ( cp ) )= id_base+n_col−b_c
i f b_id ( c_ba l l 2 ( cp ) )= i d _ g f r p +n_col−b_c
fs2_g f rp = c_sforce ( cp )
i f f s2_gf rp > 10
b2x=b_x ( f i n d _ b a l l ( id_base+n_col−b_c ) )




i f c_ba l l 1 ( cp )=bp
cp= c _ b 1 c l i s t ( cp )
e lse





l c o l =b2x−b1x
end
h i s t i d 8 l c o l
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cyc 100000
def paragem






set f i s h c a l l 2 paragem
set f i s h c a l l 2 quebra_quadro
cyc 1000
